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Introduccion

Breve resenia historica

En el afio 1873, Sophus Lie dio origen a las ideas que conformaron la hoy denomina-
da teoria de Lie, con aportes posteriores de Weyl, Cartan, Chevalley, Killing, Serre, Harish-
Chandra y otros. En los primeros trabajos de Lie, la idea subyacente era construir una teoria
de “grupos continuos”, que complementara la ya existente teoria de grupos discretos que
habia sido desarrollada dentro del marco de formas modulares. La aplicacién inicial que
Lie tenia en mente era a las ecuaciones diferenciales. El objetivo era desarrollar una teoria
capaz de unificar el estudio de las simetrias en el 4rea de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Si bien continué su desarrollo en otra direccién, la teoria de Lie juega un roll central
en la matematica contemporénea.

Lie observé que las simetrias de una ecuacién diferencial daban lugar a grupos con
pardmetros (que hoy considerariamos un grupo de Lie). El grupo de Lie que deja invariante
una ecuacién diferencial acttia sobre el conjunto de soluciones de dicha ecuacién.

Los “grupos” y conjuntos con los que Lie trabajaba en general no eran grupos de Lie
en realidad, dado que la estructura de grupo estaba definida s6lo localmente cerca de la
identidad. De todos modos, todo grupo local admite un algebra de Lie, que a su vez se
integra a un grupo global. Fue Weyl (1924) quien por primera vez estudi6 sistematicamente
grupos definidos globalmente. Los aportes fundamentales que realiz6 Lie fueron el asociar
a cada grupo de transformaciones continuas un 4lgebra de Lie y el definir una aplicacién
del dlgebra de Lie al grupo de Lie por medio de grupos monoparamétricos.

Objetivos de estas notas

Estas notas estan dirigidas a quien toma un primer curso de teoria de Lie, teniendo una
base de estructuras algebraicas y de geometria diferencial. La direccién de los temas sigue
dos ntcleos troncales: la clasificacion de las dlgebras de Lie semisimples y la clasificacion
de sus representaciones de dimension finita.

Nuestra experiencia indica que tener a mano un buen abanico de ejemplos es de suma
utilidad, y quizas la teoria de Lie sea paradigmatica en este sentido: no sélo los ejemplos
clasicos son de gran importancia, sino que el teorema de clasificaciéon de las dlgebras de Lie
simple nos vuelve a colocar frente a ellos. Razones histdricas justificaron la necesidad de
desarrollar la teoria a partir de las preguntas que habian aparecido con anterioridad; quizas
mads que ninguna otra, la teoria de Lie se erigi6 a partir de los ejemplos fundamentales que
le dieron origen. Por este motivo, antes de desarrollar la teoria general de subélgebras de
Cartan y descomposicién en espacios raices, inlcuimos en capitulo aparte la descripcién de
las subélgebras abelianas maximales naturales en los ejemplos clasicos, y la descomposi-
cién en espacios de raices que se obtiene de la diagnalizacién simultdnea de éstas.

Hay ejercicios propuestos en todas las secciones para que quien aborde los temas pueda
ejercitarse, verificar la solidez de la teoria y evaluar su comprension paso a paso.
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Organizacion de los capitulos

Los primeros dos capitulos contienen las definiciones y enunciados generales de grupos
y algebras de Lie; hacia el final del segundo se expone la manera de pasar de un grupo de
Lie a su 4lgebra tangente, seguido del ejemplo fundamental de las matrices inversibles. En
el tercer capitulo se estudia la funcién exponencial, yendo desde el dlgebra hacia el grupo.

El capitulo cuatro comienza con las definiciones y construcciones generales de represen-
taciones, estudidndose luego la forma de Killing, objeto de fundamental importancia en la
teoria.

El capitulo cinco se refiere a los teoerema de Lie y de Engel, y es el primer momento en
donde se demuestran resultados finos de la teoria. También se enuncia (sin demostracion)
el criterio de solubilidad de Cartan, y se demuestra a partir de éste el criterio de semi-
simplicidad, poniendo en evidencia la relevancia de la forma de Killing en la teoria de las
algebras semisimples. Se enuncia el teorema de Weyl de completa reducibilidad para que
el alumno vaya teniendo el sabor de los resultados de la teoria, aunque la demostracién
del mismo se pospone para cuando se cuente con herramientas méds poderosas.

El capitulo seis tiene por objetivo brindar motivaciones al alumno a través de informa-
cién sobre algebras de Lie compactas y su relacién con los grupos de Lie compactos, las
algebras reductivas, y las dlgebras semisimples.

El capitulo siete es la realizaciéon en los ejemplos fundamentales de lo que se comien-
za a estudiar en el capitulo ocho: las subalgebras de Cartan y la descomposicién en espa-
cios raices. Para tal fin, es necesario hacer un paréntesis y estudiar las representaciones
de s((2,C), lo que se realiza en el capitulo nueve, y retomar luego en el capitulo diez con las
sorprendentes propiedades de integralidad de los sistemas de raices.

El capitulo once contiene el resultado mas importante de estas notas, que es la clasifica-
cién de las algebras de Lie simples, estudiando los sistemas de raices abstractos, las matri-
ces de Cartan asociadas, y los diagramas de Dynkin. En este cap’itulo, las demostraciones
estan hechas con especial detalle.

El capitulo doce contiene las ideas y enunciados de los teoremas de reconstruccién. En
lugar de ahcer énfasis en los resultados generales, hemos elegido realizar la reconstruccién
abstracta del dlgebra de Lie a partir de su matriz de Cartan en los ejemplos de rango bajo.

El capitulo trece es el que le sigue en importancia al capitulo de la clasificacién de alge-
bras semisimples complejas, y trata sobre la clasificaciéon de las represenatciones de di-
mension finita de las dlgebras semisimples complejas, en términos de los pesos (enteros no
negativos) de un vector de peso maximo.

El capitulo catorce contiene la clasificaciéon de las dlgebars de Clifford complejas aso-
ciadas a una forma bilineal no degenerada, y es utilizada para construir representaciones
naturales del algebra de Lie ortogonal. Este capitulo presupone cierta familiaridad con la
teoria de médulos sobre un anillo asociativo, y con definiciones de objetos algebraicos a
partir de propiedades universales.
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1. Grupos topoldgicos y grupos de Lie

1.1. Definiciones

El subconjunto GL(n,R) = {M € R™" : det M # 0} estd determinado como imagen
inversa de un abierto de R (los ntimeros reales no nulos) por una funcién continua (el
determinante), por lo tanto es un abierto de R"*". Queda clara entonces su topologia como
la relativa de R™. Notemos que la multiplicacién de matrices depende (bi)linealmente de
los coeficientes, por lo tanto

GL x GL — GL

(M,N)+ M-N

es una funcién continua. En lo anterior y en lo sucesivo, abreviemos GL := GL(n,R). A
la vez, la férmula de la adjunta de los cofactores dividido el determinante nos dice que la
funcioén invertir

GL — GL
1
-1 __ t
M s M~ = - Cof(M)

es, en cada coeficiente, una funcién racional de los coeficientes, por lo tanto continua donde
el denominador no se anula, es decir, es continua en GL.

Definicién 1.1. Un grupo continuo, o grupo topolégico, es un espacio topolégico G mu-
nido de una estructura de grupo tal que la multiplicacién y la inversién son continuas.

Si S, G son grupos continuos, una funcién f : S — G se dice un homomorfismo de
grupos continuos si es un morfismo de grupos abstractos y es continua. Un par (5,¢) se
dice un subgrupo continuo de un grupo continuo G si S es un grupo continuo e ¢ es un
homomorfismo inyectivo de grupos continuos de S en G.

Ejercicio 1.2. Sea G un grupo continuo.

= Sea S un subgrupo de GG, muestre que con la topologia inducida y con ¢ la inclusién
de conjuntos, (5, ¢) es un subgrupo continuo. Si ademads S es normal, muestre que
G//S con la topologia cociente es un grupo continuo.

» Si G es Hausdorff y S es normal, muestre que G/S es Hausdorff si y sélo si S es
cerrado en G.

» Sea Gy la componente conexa de la identidad de G. Muestre que es un subgrupo
normal, y que la topologia de G//G| es la discreta, es decir, todo subconjunto de G/G
es abierto (y a la vez cerrado).

Ejemplo 1.3. Cualquier subgrupo de GL(n,R) es un grupo continuo. Si S C GL(n,R),
entonces 9, la clausura de S en GL(n,R) (atencién, que no es la clausura en R"*"!) es un
subgrupo cerrado.

Ejemplo 1.4. Sea VV un R-espacio vectorial de dimensién finita que es un dlgebra en un
sentido general, es decir que V' estd munido de una operacién bilineal m : V- x V — V que
es simplemente una funcién bilineal (arbitraria). Si denotamos m(v, w) = vw, la condicién
para que un isomorfismo lineal g de V en V' sea un automorfismo de V es g(vw) = g(v)g(w)
para todo v, w € V; entonces los automorfismos de (V,m), por definicién, forman el con-
junto Aut(M,m) := {g € GL(V) : m(gv, gw) = g(m(v,w))} que es un subgrupo de GL(V')
y, por lo tanto, un grupo continuo.
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Definicién 1.5. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable sobre R munida de una
estructura de grupo tal que la siguiente

GxG — @G

(c,7) = o7}

es una operacion C*.

El primer ejemplo de grupo de Lie es, para cada n € N, G = GL(n,R) (ver el ejemplo
[1.8). Una consecuencia de la definici6n es la siguiente observacién:

Observacién 1.6. En la definicion de grupo de Lie, que la operacion (o ,7) — 0.7~ ! sea C*
es equivalente a que las operaciones del grupo 7 — 77!y (¢ ,7) — 0.7 sean funciones C*.
En efecto, la primera se obtiene como la composicién 7 — (e, 7) — e.7~! y la segunda como
(0,7) = (o,77) = o.(r71) 7! = o.7. Por lo tanto, en la definicién anterior, la condicién de
que la operacién (o ,7) — 0.7~ sea C* es equivalente a pedir que estas dos operaciones
sean C*°.

La componente conexa del elemento identidad de un grupo de Lie G forma ella misma
un grupo de Lie; por otra parte, las componentes conexas de un grupo de Lie son todas
difeomorfas entre si. Mds precisamente

Proposicién 1.7. Sea G un grupo de Lie, entonces Gy:= la componente conexa de la identidad, es
un subgrupo normal de G. Ademds, G forma ella misma un grupo de Lie.

Demostracion. Ante todo, veamos que es subgrupo. Sean gy ¢’ dos elementos de GG y sean
o,7 : [0,1] = G dos funciones continuas tales que ¢(0) = 1¢ = 7(0), o(1) = ¢, 7(1) = ¢".
Como la multiplicacién es continua, la funcién ¢t — o(t)7(¢), que es la composicién de

0,1] 726G x G2 ~G

es una funcién continua, por lo tanto, o(t)7(t) pertenece a la misma componente conexa
para todo ¢ € [0, 1]; dado que en 0 vale 1 € Gy y en 1 vale g¢/, obtenemos que gg’ € Gj.
Anélogamente se prueba que Gy es estable por g — ¢~ .

Veamos ahora que es un subgrupo normal. Sea z € GG y consideremos la funcién

Ad, : G —= G
gr—>xg$_1

Nuevamente, esta funcién es la composision de funciones continuas

GG xGxG™ G

—1 -1
g—(z,9,77 ") ——>=uxg,
Esta funcién tiene inversa continua Ad,-1, es decir, es un homeomorfismo, por lo tanto
manda componentes conexas en componentes conexas. Dado que Ad,(1g) = zlgz™' = 1g,
preserva la componente conexa de la identidad, es decir, 2Gor™' = G paratodo z € G.
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Ademas, GGy admite una estructura diferenciable como abierto de G; en consecuencia,
la operacién

G() X Go — Go (1)
(0,7) = o1t (2)
es claramente una operaciéon C* que convierte a Gy en un grupo de Lie. [

Otra forma de comprobar que G es un grupo de Lie y, més atin, que es un subgrupo de
Lie de G segtn la definicién que daremos enseguida, es a partir de un teorema de Serre por
el cual todo subgrupo (abstracto) cerrado de un grupo de Lie resulta un subgrupo de Lie de él. [W].

Un grupo de Lie complejo es, en particular, una variedad diferenciable compleja (es
decir, analitica compleja). Consideraremos en adelante solamente grupos de Lie reales y
por variedad diferenciable entendemos diferenciable de clase C*.

Por otra parte, las dlgebras de Lie serdn reales o complejas; mds atn, en general, serdn
complejas porque son maés faciles de abordar y porque la teoria de espacios raices esta
pensada sobre C. A grupos de Lie reales le corresponden dlgebras de Lie reales y a grupos
de Lie complejos le corresponden algebras de Lie complejas. Se aclarard en cada caso si
estamos trabajando sobre R o sobre C.

En la definicién de variedad diferenciable estamos asumiendo la hipétesis de ser N 6
satisfacer el 2do axioma de numerabilidad: la topologia tiene una base numerable; por lo tanto,
todo grupo de Lie es IV, y, en consecuencia, tiene a lo sumo una cantidad numerable de
componentes conexas. Por otra parte, si se quitara la hipétesis IV,, todo grupo de Lie con
una cantidad numerable de componentes seria necesariamente N, como consencuencia de
que todo grupo de Lie conexo es unién numerable de potencias de un entorno cualquiera
de la identidad. Para mas detalles, ver [W].

1.2. Ejemplos y ejercicios
Ejemplo 1.8. 1. R" es un grupo de Lie con la suma de vectores. Notar que es isomorfo al

subgrupo cerrado de matrices de la forma donde v € R", Id,, es la matriz

1 v

0 Id,
identidad de tamarfio n por n y el cero de la izquierda es el vector columna cero.

2. El conjunto de los ndmeros complejos no nulos C* = C \ {0} es un grupo de Lie real
con la multiplicacién usual de niimeros complejos.

En efecto, pensamos a C* como a un abierto de R?, una variedad real de dimensién 2.
Siz=a+bi,w=ad+"0bieC,lamultiplicaciéon (z,w) — aa’ — bb’ 4 (ab’ + ba')i que es
diferenciable. Anélogamente, la operacion de invertir elementos no nulos z + z 7! es

. . a—Ubi )
la funcién a + bi — 2 duees racional en las coordenadas.
a

3. El circulo unidad S' C C* (pensado como subgrupo cerrado de C*) es un grupo de
Lie con la multiplicacién inducida de C*.

4. Si G, H son grupos de Lie, entonces G x H es un grupo de Lie con la estructura de
variedad producto y la estructura de grupo de producto directo, es decir coordenada
a coordenada
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(9.h).(¢", ') = (9.9, h.I)
para todo (g,h),(¢',h') € G x H. Esta definicion se extiende inductivamente a una
cantidad finita de factores.

5. Para cadan € N, el toro n-ésimo 7" = S! x --- x S', el producto de n copias de S* es
un grupo de Lie con la estructura producto.

6. La variedad GL(n,R) de todas las matrices n x n no singulares reales es un grupo de
Lie con la multiplicacion usual de matrices.

En efecto, es un abierto de R™" = R, por lo tanto hereda su estructura diferen-
ciable. Las operaciones de grupo son claramente diferenciables pues: A — A™! es

una funcién racional en los coeficientes, por la férmula de la matriz cofactor, es de-

cir, A7l = ! ACof(A)t donde si denotamos por A(ij) a la matriz que se obtiene

de A eliminando la fila 7 y la columna j, la matriz cofactor tiene como entradas
(Cof(A))ij = (—=1)"*7 det A(ij). Esta funcién es diferenciable justamente porque el de-
nominador no se anula en las matrices inversibles.

La multiplicacién de dos matrices es diferenciable, en efecto, (A, B) — A.B es po-
linomial en los coeficientes, pues la entrada en el lugar ij de la matriz producto es

(AB)ij = >_ aixby;-
k=1

7. La subvariedad SL(n,R) C GL(n,R), que consiste de todas las matrices n x n reales
de determinante uno, es un grupo de Lie con la multiplicacién usual de matrices.
En efecto, es claro que es un subgrupo abstracto de GL(n,R); para la estructura di-
ferenciable, basta mostrar que el uno es un valor regular de la funcién determinante
det : R"*™ — R (ejercicio!), con lo cual su preimagen resulta una subvariedad em-
bebida de dimensién n? — 1. En particular, la inclusién ¢ : SL(n,R) — GL(n,R) es
diferenciable; por lo tanto, las operaciones en SL(n,R) resultan diferenciables tam-
bién.

Se obtiene también que es subvariedad por ser un subgrupo cerrado de un grupo de
Lie.

Anélogamente, la subvariedad SL(n,C) C GL(n,C) de todas las matrices n x n com-
plejas de determinante uno es un grupo de Lie complejo con la multiplicacién usual
de matrices, con el mismo argumento anterior, pero en este caso usando que la fun-
cién determinante es holomorfa. Por otra parte, resulta un grupo de Lie real, por
ejemplo, por ser un subgrupo cerrado de GL(n, C), considerando a éste como grupo
de Lie real.

8. El conjunto 7,,(R) de las matrices n x n reales, no singulares, triangulares (i.e. todas

las entradas por debajo de la diagonal iguales a cero) es un grupo de Lie con la multi-
plicacion usual de matrices. Como antes, se identifica 7,,(R) con un abierto de R

6 se lo puede pensar como un cerrado de GL(n, R)).

9. El conjunto 7, (R) de las matrices n x n reales triangulares con unos en la diagonal

puede identificarse como variedad diferenciable con R"“5; también puede pensarse
a T,/ (R) como un cerrado de GL(n,R) 6 de SL(n, R).
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10.

11.

12.

Denotemos por R* = R\ {0} al conjunto de los niimeros reales no nulos y conside-
remos K la variedad producto K = R* x R. Con una estructura de grupo definida
por

(s,8).(s',t") = (s.8',st' + 1)
K resulta un grupo de Lie, llamado el grupo de los movimientos afines de R, donde
identificamos al elemento (s, t) con el movimiento afin = — (sx+t); la multilplicacién
en K es composicion de movimientos afines. Este grupo es isomorfo al subgrupo de

GL(2,R) dadopor{(g i ) :s,teR,s#O}.

Consideremos la variedad producto K = GL(n,R) x R" con la estructura de grupo
definida por
(A, 0).(A" V") = (A. A" Av' +v)

K resulta un grupo de Lie, el grupo de los movimientos afines de R", donde identificamos
al elemento (A, v) de K con el movimiento afin x — (Axz + v); la multilplicacién en K
es composiciéon de movimientos afines.

Podemos pensar a K como a un subgrupo cerrado de GL(n + 1,R) en virtud del
isomorfismo

K = {( 61 i} ) tales que A € GL(n,R), v € R”Xl.}
Con esta identificacion es claro que el conjunto es cerrado por la operacién de grupo;

en efecto:
A‘v A,‘U/ B A.A"AU’—l—U
0]1 oj1/) \ o | 1

De manera mds general, si consideramos cualquier grupo de Lie G en lugar de
GL(n,R) y cualquier representacién de dimension finita V' de G en lugar de R", obte-
nemos que

K = GXV = {(g,v) con producto de grupo dado por (g,v).(¢',v") = (9¢', g.v" +v)}

un grupo de Lie, donde (g,v) — g.v,de G x V — V es la accion de G en V. Ver la
definicion para el concepto de representacion.

Producto semidirecto de grupos. Generalizando atn mas el ejemplo anterior, sean G y
H dos grupos de Lie, consideremos Aut(H) el grupo de automorfimos de H como
grupo abstracto y sea p : G — Aut(H) un morfismo de grupos abstractos, entonces en
el producto cartesiano K = G x H se puede definir la ley de grupo

(9,0) - (g', 1) == (99, pg(R)N)

Denotemos por K = G'X,H a este grupo, llamado el producto semidirecto de Gy H.
Calcular la férmula del inverso de un par (g, ) en K. Notar que hasta ahora no se
usaron las estructuras diferenciables de G ni de H.

Ejercicio 1.9. Si p : G — Aut(H) es tal que la funciéon G x H — H dada por
(g,h) — pgy(h) es diferenciable (respectivamente, continua) entonces K con ese pro-
ducto resulta un grupo de Lie (respectivamente, continuo).
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1.3. Grupos de Lie clasicos

Son los grupos lineales generales GL(n, K), definidos antes, los denominados “especia-
les” y otros, subgrupos de los anteriores, que preservan alguna forma bilineal, segiin se
describen a continuacién.

» El grupo lineal general: real GL(n,R), complejo GL(n, C) y sobre H, GL(n, H).

El grupo especial: real SL(n, R), complejo SL(n, C).

» El grupo ortogonal: real O(n,R) = {M € GL(n,R) : MM" = Id}, complejo O(n,C) =
{M € GL(n,C) : MM =1d}.

Otra caracterizacion equivalente de O(n, R), identificando matrices con endomorfis-
mos, es O(n,R) = {f € GL(R") : [|f(v)|]] = [[v|]] Vv € R"} = {f € GL(R") :
(f(v), f(w)) = (v,w) Yv,w € R"}, donde la norma y el producto interno son los
candnicos en R™. En el caso O(n,C), sus elementos no preservan necesariamente el
producto interno canénico (v, w) = ) . v;w; de C", sino la forma bilineal (v, w) =, v;w;.

» El grupo ortogonal especial: real SO(n, R) = O(n, R) NSL(n, R), complejo SO(n, C) =
O(n,C) N SL(n,C).

» El grupo unitario: U(n) = {M € GL(n,C) : MM* = Id}. Otra caracterizaciéon equi-
valente es U(n) = {f € GL(C") : [|f()| = ||v|| Vv € C"} = {f € GL(C") :
(f(v), f(w)) = (v,w) Yv,w € C"}, donde la norma y el producto interno son los
canoénicos en C".

» El grupo unitario especial: SU(n) = U(n) N SL(n, C).

» Grupos ortogonales: Sea 7(p,q) = diag(—1,...,—1,+1,...,+1) la matriz diagonal
con p menos unos y ¢ unos, que interpretamos como la matriz de una forma bilineal
simétrica. Se define O(p,q) = {M € GL(n,R) : Mn(p,q)M* = n(p,q)} y SO(p,q) =
O(p, q) N SL(n, R).

= El grupo simpléctico: Sea w : R?" x R?" la forma bilineal antisimétrica definida por
W((h? <5 QnyP1s - Jpnuqia s 7Q:17p/17 cee 7p;L) = ZQ’Lp; - q'ip;
i=1

Se define Sp(2n,R) = {M € GL(2n,R) : w(v,w) = w(Mv, Mw)Vv,w € R*}. De
manera andloga se define Sp(2n, C).

Atencién: no hay acuerdo general para la notacion Sp(2n, R), algunos lo denotan sp(n, R).

Ejercicio 1.10. Probar que los grupos cldsicos son grupos de Lie.

Sugerencia: encontrar una funcioén diferenciable conveniente
f: GL(n,R) — S 6 f: GL(n,C) — S, con S una variedad diferenciable, de manera tal que el
grupo en cuestion sea la preimagen de un valor regular. Por ejemplo, SL(n,R) = det™'(1), como
se vio en el item 7 del ejemplo Otra forma es pensarlos como subgrupos abstractos y a la vez
subconjuntos cerrados de GL(n, R).

Notar que U(n), SU(n), O(n,R) y SO(n,R) son compactos.
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1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.11. Consideremos el grupo simpléctico Sp(n, R).

0 Id,
—Id, O
condiciéon M € Sp(n,R) se lee como M JM* = J. Idem para Sp(n, C).

= Demostrar que J = € R*" es la matriz de la forma bilineal w y la

» Consideremos w : A’R?*" — R, es decir w € A?(R*")*, entonces
W' =wA - Aw € A*(R*")* es no nula y, por lo tanto, un multiplo del determinante.

» Demuestre que Sp(2n,R) C SL(2n,R) y que Sp(2n,C) C SL(2n,C). Demuestre que
para n = 1 vale la igualdad: Sp(2,R) = SL(2,R) y Sp(2,C) = SL(2,C), pero para
n > 1, Sp(2n, K) esta contenido estrictamente en SL(2n,K), con K =R 6 C.

Ejemplo 1.12. Sea A una R-dlgebra asociativa de dimension finita. Entonces U(A) = {a €
A : dd'con d'a = ad’ = 14} es un grupo de Lie de dimension igual a la dimensién de A
como R-espacio vectorial.

Demostracion. Consideremos la aplicacion p : A — Endg(A4) & RimAxdmA gye a cada a le
asigna p(a) ="la multiplicacién por a”. Esta aplicacién es inyectiva (;por qué?) y lineal, por
lo tanto continua y diferenciable, la imagen es un subespacio lineal. Identificando a U(A)
con su imagen en End(A) tenemos que U(A) = p(A) N GL(A), por lo tanto un subgrupo
cerrado de GL(dim A, R); la imagen es una subvariedad porque es la interseccién de un
abierto con un subespacio y, en consecuencia, de la misma dimensién. La multiplicacién e
inversion son diferenciables pues asi lo son en GL(A). O

Ejercicio 1.13. SU(2) y los cuaterniones. Recordemos la estructura multiplicativa de H =
R @ Ri ® Rj @ RE:

P=7=kK=-1ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik

1. Ver que H se puede definir como el dlgebra con generadores i, j, donde i? = j2 = —1
eij = —ji.

2. Mostrar que o definido por i — —i, j — —j y o(k) = k determina un automorfismo
de orden 2.

3. Mostrar que 7(i) = i, 7(j) = j y 7(k) = —k determina un antimorfismo de algebras,
es decir 7(hh') = 7(h')7(h) para todo par h, k' € H, de orden 2.

4. Concluir (o mostrar directamente) que la “conjugacion” h = a + bi + ¢j + dk

E = a — bi — ¢j — dk es una involucién, es decir h = hy hW = K'h. Mostrar que
hh = hh = a* + b* + ¢ + d?%; con esto se concluye que todo elemento no nulo es
inversible.

5. Probar que G = {h € H : |h|> = 1} es un grupo de Lie, difeomorfo a S* como variedad
diferenciable.



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 13

6. La aplicaciéon Ad : U(H) — GL(4,R) definida por
h [(a,b,c,d) — Ady(a,b,c,d) := h(a+ bi + cj + dk)h ]

es un morfismo de grupos, cuya imagen estd contenida en SO(4, R). Para cualquier
h, la aplicaciéon Ad;, = "conjugar por h” deja invariante la recta R - 1, y por lo tanto
define por restriccion una funcién en el complemento ortogonal

U(H) — SO(3,R)
luego de haber identificado (z,y, z) € R? con zi + yj + 2k € 1+.

7. Mostrar que la aplicacién anterior restringida a G = {h € H : |h| = 1} tiene nicleo
{£1}y, por lo tanto, la aplicacién es abierta.

8. Consideremos SU(2) = {M € C**?: MM* = 1d, det M = 1}. La condicién M M* = 1d
nos dice que las filas (o columnas) de M son vectores de norma uno, ortogonales entre
si, es decir que M € SU(2) implica

z Z _ B
M = ( 1 2 ) . |z’%+‘2|§:1:‘W‘%+|w|37 le1+Z2UJQIO

Dado que (21, 22) # (0,0), la condicién de ortogonalidad dice que existe un escalar
A € C tal que (wl, UJQ) = )\(22, —21).

o 21 22
M= ( —AZy A7 )

Como ademas el determinante debe ser igual a 1, tenemos que A = 1, por lo tanto

M:( o 52);|z|§+|z|g:1

—Z2 Z1

Con esto concluimos que SU(2) & 5% = {(z,w) € C? : ||(z,w)|| = 1}. M4s atn, la
aplicacion definida por

H — C2*2
_ ' _ » o a+b cH+id
a+bi+cj+dk = (a+ib) + (c+id)j — ( —c+id a—z’b)

es un isomorfismo de R-dlgebras, que se restringe a un isomorfismo de grupos S* =
{heH: |h| =1} = SU(2).

Como S? es simplemente conexo, se sigue que SU(2) es el revestimiento universal de
SO(3,R) y, ademas, m; (SO(3,R)) = Z/2Z.

Mas adelante, podremos recuperar su(2) como el espacio tangente en la identidad a
SU(2); por lo anterior, también serd isomorfa al dlgebra de Lie tangente a SO(3, R).
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1.5. Morfismos y representaciones

Las definiciones de homomorfismos y subgrupos son las usuales:

Definicién 1.14. Una funcién ¢ : G — H entre grupos de Lie se dice un homomorfismo
de grupos de Lie si es un homomorfismo de grupos abstractos y es diferenciable. Decimos
que es un isomorfismo de grupos de Lie si ademds es un difeomorfismo. Un isomorfismo
de un grupo de Lie G en si mismo se llama un automorfismo del grupo de Lie G.

Un par (H, ¢) se dice un subgrupo de un grupo de Lie G si H es un grupo de Lie en si
mismo, (H, ¢) es una subvariedad de G y ¢ es un homomorfismo de grupos (abstractos).

(H, ¢) se dice un subgrupo cerrado de G si ademads ¢(H) es cerrado en G, con la topo-
logia relativa.

El siguiente resultado muestra que el problema de probar que un morfismo de grupos
abstractos, entre grupos de Lie, es de Lie se reduce a comprobar que es continuo.

Teorema 1.15. Sean Gy H grupos de Lie y sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos abstractos;
si ¢ es continuo entonces ¢ es C*.

Definicién 1.16. Una representacién k-lineal de un grupo abstracto GG es un k-espacio
vectorial V munido de una aplicaciéon G x V' — V denotada (g, v) — ¢- v (se escribe a veces
g(v), 6 m(g)v, 6 gv) con las propiedades siguientes:

= g(g'v) = (99')v
m lgv=v
= g-—:V — V es una transformacién k-lineal.

Ejercicio 1.17. Tener una representacion V' de un grupo G equivale a dar un morfismo de
grupos G — GL(V).

En el caso particular de un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H = Aut(V),
que por definicién es diferenciable, con V' un espacio vectorial real o complejo, es decir
H = GL(n,R) 6 GL(n,C), se dice que (H, ¢) es una representacién del grupo de Lie G.

1.6. Ejercicios

1. Sea G un grupo continuo y G, la componente conexa de la identidad. Mostrar que G
es un subgrupo normal.

2. Mostrar que S, es isomorfo a un subgrupo de GL(n, R). Concluir que todo subgrupo
finito es isomorfo a un subgrupo de GL(n,R) para algtn n. ;Qué puede decir de n en
términos del orden del grupo finito en cuestién?

3. Calcular las dimensiones de O(n,R), SO(n,R), U(n), SU(n), SL(n,R), Sp(2n, R). Mos-
trar que dim SO(p, ¢, R) = dim SO(p + ¢, R) y que dim SU(n) = dim SL(n, R).

4. Sea G un grupo finito y V' una representacion (real o compleja). Mostrar que V' es
isomorfa a una suma directa de representaciones simples.
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5. Sea V una representacion K-lineal simple de un grupo finito G, K = R o C. Mostrar
que Endg(V), las transformaciones K-lineales y G-equivariantes, son un édlgebra de
divisioén, de dimension finita sobre K. Concluir que en particular si K = C entonces
los tinicos endomorfismos G-equivariantes son multiplos de la identidad. Si K = R
(cudles son las posibilidades? Exhibir un ejemplo de Gy V' para cada posibilidad.

6. Verificar que los siguientes son morfismos de grupos de Lie:

cos(f)  sin(h)

1oy ini o
a) S' = S0O(2,R) C SU(2) definido por € ( —sin(8) cos(d)

) y también

e

i0
St — SU(2), dado por e ( 60 91-9 )

. M 0
b) GL(n,K) — SL(n + 1,K), definido por M ( 0 det™'(M) )

c) GL(n,K) — Sp(2n,K), definido por M — ( ]\04 (M(B)_l )

7. Gram - Schmidt.

a) Interprete atentamente el procedimiento de ortogonalizacién de Gram - Schmidt
para mostrar el siguiente homeomorfismo de espacios topolégicos (mds atin,
difeomorfismo de variedades diferenciables):

GL(n,C) = U(n) x Tso(n,C) = U(n) x R%, x C""V/2 = [(n) x R™

donde T%((n, C) denota al conjunto de las matrices triangulares, con elementos
reales positivos en la diagonal. Sugerencia: mostrar que la aplicacién

U(n) x xTs¢(n,C) — GL(n,C)

(U,T) — UT

es inyectiva por ser U(n) y T¢(n, C) subgrupos con interseccién trivial y que es
sobreyectiva gracias a Gram-Schmidt.

b) Muestre que la aplicacion anterior no es morfismo de grupos, ni siquiera consi-
derando productos semidirectos. En particular, los anteriores no son necesaria-
mente grupos de Lie isomorfos (al menos no en virtud de la aplicacién anterior).

c) Mostrar que restringiendo la aplicacién anterior (o repitiendo el argumento) se
obtienen homeomorfismos de espacios topoldgicos

SL(n,C) = SU(n) x R¥ !

GL(n,R) = O(n,R) x R +1)/2
SL(n,R) 2 SO(n, R) x R /21

d) Concluir que GL(n,C) tiene el mismo tipo de homotopia que U(n), idem para
los otros. (Por ejemplo, SL(2, R) tiene el mismo tipo de homotopia que S*.)
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e) Mostrar que GL(n,R) tiene dos componentes conexas: las matrices de determi-
nante positivo y las de determinante negativo. Concluir que O(n,R) tiene dos
componentes conexas y por lo tanto SO(n, R) es conexo. Concluir que SL(n,R)
es conexo.

Informacion adicional: ninguno de los factores de los productos anteriores es un subgru-
po normal del grupo mds grande; mds atin, en cada caso, los tinicos subgrupos normales
son los contenidos en las matrices escalares (una matriz escalar es un miiltiplo de la
identidad). En particular, entre los anteriores no hay isomorfismos de grupos de Lie.
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2. Algebras de Lie

2.1. Definiciones

Definicién 2.1. Sea K un cuerpo. Un dlgebra de Lie sobre K es un K-espacio vectorial g
munido de una operacién bilineal [, | : g x g — g, llamada corchete de Lie, que satisface:

1. Antisimetria: [z, y] = —[y, z] para todo z,y € g.

2. Identidad de Jacobi: [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [#, [z, y]] = 0 para todo z,y, z € g.

De acuerdo a los intereses de este curso, consideraremos sé6lo dlgebras de Lie de dimen-
sion finita.
Ejercicio 2.2. Probar que la condicién de antisimetria: [v,y] = —[y, z] para todo z,y € g, es
equivalente a la identidad [z, 2] = 0 para todo = € g, salvo en el caso en que char (K) = 2.

Ejercicio 2.3. Probar que si dim (g) = 2, la identidad de Jacobi se obtiene inmediatamente
de la condicién de antisimetria.

Ejercicio 2.4. Probar que el miembro izquierdo de Jacobi es igual a un medio de la suma
alternada, es decir, si denotamos por J(z,y, z) al miembro izquierdo de Jacobi, entonces

1
J(11, 79, 73) = 3 Z (=) [To(1)s [To(2); To3)]]

oES3
Para completar las definiciones correspondientes a la categoria de algebras de Lie, ne-
cesitamos las siguientes:

Definicién 2.5. Sean g, g’ 4dlgebras de Lie sobre K; un homomorfismo de dlgebras de Lie,
es decir, un morfismo en la categoria de dlgebras de Lie, es una transformacion lineal ¢ :
g — ¢ tal que ¢[z,y] = [¢z, ¢y| para todo z,y € g. Un isomorfismo de adlgebras de Lie es
un homomorfismo de élgebras de Lie que admite un homomorfismo inverso.

Ejercicio 2.6. Probar que un isomorfismo de algebras de Lie es un homomorfismo de élge-
bras de Lie que es a la vez un isomorfismo lineal, es decir, que la inversa de un morfismo
de Lie es automaticamente de Lie.

Definicién 2.7. Una subalgebra de Lie ) de un élgebra de Lie g es un subespacio h de g
cerrado por el corchete, es decir, tal que [h, i'] € h para todo h, i’ € b.

Ejemplo 2.8. = Sea A una K-dlgebra asociativa, es decir A es un anilloy K C Z(A) (por
lo tanto A es un K-espacio vectorial). Si definimos el corchete como el conmutador:
[z, y] =2y —yx
entonces (A, [—, —]) es un algebra de Lie, es decir, el corchete es antisimétrico, y veri-
fica la condicion de Jacobi. En efecto,
[ [y, 2+ [y [z 2] + [z [ 9]l = aly, 2] = [y, 2le + ylz, 2] = [z, 2y + 2l y] = 2, 4]z
= 2(yz) —2(zy) — (y2)r + (zy)r + y(z2) — y(z2)
—(z2)y + (22)y + 2(2zy) — 2(yz) — (2y)z + (y2)2
=0

para todo x,y, z € A, pues el producto es asociativo por hipoétesis.
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» Como caso particular, podemos tomar A = K"*", las matrices cuadradas de tamafio
n por n con coeficientes en K. Considerada como algebra de Lie con el conmutador,
se denota por gl(n, K).

Por ejemplo, calculemos los corchetes en el dlgebra de Lie gl(2,R). Identificando a
g[(2,R) con las matrices reales 2 x 2, estd generada como espacio vectorial (de dimen-
sién n? = 4) por los elementos

{Em Eis, B, E22} - {hh z,y, h2}

La yuxtaposicién significa la multiplicacion usual de matrices. Los corchetes de Lie
entre elementos de la base dan como resultado

[Elb E12] - E11E12 - E12E11 =

1 ON/0 1\ (0 1\/10Y\ (01
0 0 00 00 00/) \L0O
Por lo tanto, [h;, z] = z. De igual modo se calcula

[Ella EQl] = E11E21 - E21E11 =

1 0\/(0O0) (00\/10)_ (00
0 0 10 10 00/ 10
Por lo tanto, [h;,y] = —y. Asi siguiendo, obtenemos

[P, z] = 23 [h,y] = —y; [ha, ha] = 05 [z, y] = hy — ho; 2, he] = 25 [y, he] = —y

Notar que de los 16 corchetes entre elementos de la base, s6lo es necesario calcular
explicitamente 6, por la propiedad de antisimetria del corchete. Observemos, ademas,
que el algebra de Lie gl(2, C) puede pensarse como espacio vectorial generada por
la misma base pero ahora como espacio vectorial sobre C. Obtenemos las mismas
constantes de estructura que para el dlgebra de Lie gl(2,R).

= Si h es un subespacio de K"*" cerrado por conmutadores, entonces f es en si misma
un dlgebra de Lie, por ejemplo las matrices de traza nula, que se denotan por sl(n, K),
o las matrices antisimétricas, que se denotan so(n, K). Veremos que los nombres no
son casuales. Por definicién, estas son subalgebras de Lie de gl(n, K).

Calculemos, por ejemplo, la estructura de dlgebra de Lie de s[(2, R), las matrices reales
2 x 2 de traza cero, generada como espacio vectorial de dimensién n* — 1 = 3 por los
elementos de la base

B = {En — Eag, Eio, E21} = {h, z, y}

A partir de los calculos previos en s((2, R), las propiedades del corchete y el hecho de
que ahora h := hy — h, de la base anterior, obtenemos sin demasiado esfuerzo

[h,a] = 2x; [h,y] = =2y; [v,y] = h

Como antes, si quisiéramos estudiar el dlgebra de Lie s[(2, C) no tenemos mds que
considerar el espacio vectorial complejo, con la misma base B y observar que se ob-
tienen las mismas constantes de estructura que para el dlgebra de Lie sl(2,R).
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» Producto directo. Sean g y [ dlgebras de Lie, entonces el producto cartesiano g x [
admite una estructura natural de 4lgebra de Lie con el corchete definido coordenada
a coordenada, es decir, como espacio vectorial g x [ = g@ly paratodoz,2’ € g,1,I' € |

[(ZL‘, l)’ (ZL‘/, l,)] = ([ZL‘, J’JL [l7 ll])

Notar que las proyecciones en g y en [ son morfismos de algebras de Lie.

2.2. Espacio tangente

Nos interesa profundizar la relacion entre grupos y algebras de Lie, que en parte justi-
fica el estudio de las algebras de Lie.

Proposicion 2.9. Sea G un subgrupo de Lie de GL(n,R) y sea g el espacio tangente a G en la
identidad, entonces g es una subdlgebra de Lie de gl(n, R).

Antes de mostrar esta proposicién, un pequefio repaso sobre espacios tangentes.

Sea M C R" un subconjunto no vacio y p € M. Diremos que un vector v € R" es
tangente a M en p si existe una curva diferenciable o : (—e,e) — M, tal que 0(0) = py
a'(0) =v.

El espacio tangente a M en p, denotado por 7,,M, se define como el subespacio de R"
generado por todos los vectores tangentes a M que pasan por p, es decir, por todos los
vectores velocidades de curvas que pasan por p.

Es facil ver que siv € T,M y A € R, entonces reparametrizando una curva que pase
por p a velocidad v (y eventualmente achicando el dominio) se puede obtener una curva
que pase por p a velocidad Av. Es un hecho que si M es una subvariedad de R" (es decir,
localmente el gréfico de alguna funcién C* f : U C R? — R"9), entonces el conjunto de
vectores velocidades resulta un subespacio vectorial de R" (es decir, es cerrado por sumas
y por lo tanto en este caso no hace falta tomar “subespacio generado por”).

Demostracion de la proposicion Sea G un subgrupo de GL(n,R), sea e = Id¢ y sea
g := 114G = T.G el espacio tangente a G en la identidad; sean X = ¢’(0) e Y = 7/(0) donde
0,7 :(—€,€) - G C GL(n,R) son dos curvas diferenciables con ¢(0) = 7(0) = e; 0 sea que,
por definicién, X, Y € g. Es suficiente probar que [X,Y] := XY — Y X € g. Consideremos
la funcién de dos variables
fi(—€€) x(—€¢6) > G
(5,1) = a(s)T(t)o(s) ™

Es decir que tenemos dada una familia de curvas parametrizadas por s. Para cada s fijo, la
curva fs(t) = f(s,t) verifica que es diferenciable y que f,(0) = Id, pues

o(s)T(0)o(s) ' = o(s)ldo(s) ' =e.
Podemos calcular f!|;—, y nos dard un elemento del espacio tangente a G en e:

d
dt

0

=% o(s)r(t)o(s)™*

t=0

fs,|t:0 =

(1)

t=0
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=0(5)7'(0)o(s) ' = a(s)Yo(s) .

Notar que la cuenta anterior, si bien mezcla elementos de g con elementos de G, tiene
sentido, si recordamos que los factores del producto son en particular matrices n x n 'y
la multiplicacién es la usual. Es decir que, para cada Y € T.G y para cada s, obtuvimos
que o(s)Yo(s)™' € T.G. Si ahora consideramos la curva ¢(s) = o(s)Yo(s)™!, tenemos que
c: (—e€,€) — T.G, es decir, la imagen de c esta contenida en el espacio vectorial 7.G, y por lo
tanto, su vector velocidad debe estar contenido en el mismo espacio vectorial; por lo tanto,
para todo s,

d(s)=0d'(s)Yo(s) " +a(s)Y(a(s)™") =0(s)Yo(s)' +0(s)Y (—o(s) 'o'(s)a(s)"") € T.G
y en particular (usando que Id es la matriz identidad)
d(0) = c(0)Yo(0)™! —a(0)Yo(0) ¢’ (0)o(0) ™! = XYVId — [dYId ' XId™*

= XY -YX =[X,Y] €T.G.

2.3. Algebras de Lie lineales

Ya hemos mencionado como ejemplo de élgebra de Lie a gl(V'); recordémosla breve-
mente con mds generalidad. Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién finita n y End (V)
el espacio vectorial de todas las transformaciones lineales V' — V, que tiene dimensién
n?. Ademas, End(V) es un anillo con la composicion usual; ésta permite definir una nueva
operacion

[z, y] = 2y —yx

donde se sobrentiende la operacién de composicién; ya hemos estudiado que el corche-
te asf definido convierte a End(V') en un algebra de Lie que denotamos como gl(V'). Fija
una base de V, se puede pensar gl(V') como el espacio de todas las matrices n x n sobre
K, que denotamos también como gl(n, K). En particular, tenemos gl(n,R) y gl(n, C). Toda
subalgebra de Lie de gl(n,R) 6 gl(n, C) se dice un dlgebra de Lie lineal.

Una base de gl(n,R) 6 gl(n, C) estd dada por las matrices {£;; : 1 <i,j < n} donde E;
tiene un uno en la entrada de la fila i y columna j y las demés entradas son todas iguales a
cero:

0 -+ i 0 -+ 0
0 -+ i 0 -+ 0
Bi=1 0 1 0
0 -+ «oo 0 --- 0

Calculemos los corchetes entre ellas a partir de los productos de matrices E;; Ey = 0, E.

Por ejemplo [E\2, Es3] = Ei3, pues

(E12E23)ij = Z(E12>ik(E23)kj
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(Eh2)ik €s cero a menos que ¢ = 1y k = 2, en particular, (E15E53);; es cerosii # 1. Ala vez
(E23)k; es cero a menos que k = 2y j = 3, lo que dice que (Ej2E53);; es cero también para
J # 3, queda ver
<E12E23)13 = Z(E12)1k(E23)k3 = Z (52’{52]6 = 1
k

k
Una cuenta similar muestra que Es3E15 = 0. En general, vale que

(Eij, B = 0By — 01 By

luego todos los coeficientes de [E;;, Ej,;] dan £1 6 0.

Los grupos de Lie son una de las clases mas importantes de variedades diferenciables
y la importancia del estudio de las algebras para los grupos de Lie es que:

Las categorias de dlgebras de Lie de dimensién finita y la de grupos de Lie conexos y
simplemente conexos son equivalentes.

Mas atin, todo grupo de Lie conexo y simplemente conexo estd completamente deter-
minado, salvo isomorfismo, por su algebra de Lie de campos de vectores invariantes a
izquierda, que es isomorfa al espacio tangente a la identidad del grupo, (este isomorfismo
se demuestra en la proposicién[2.24). El estudio de los grupos se reduce en gran medida al
estudio de sus algebras de Lie. El nexo entre un grupo y su algebra de Lie estd dado por la
funcién exponencial que es una generalizacién de la exponencial de matrices.

Los ejemplos més importantes son grupos y algebras de Lie de matrices; mds atin, toda
algebra de Lie de dimensién finita tiene un representante en su clase de isomorfismo que
es un dlgebra de Lie de matrices. Esto es consecuencia de teoremas de Ado e Iwasawa. Ver
el enunciado del teorema La demostraciéon de este hecho fundamental se encuentra,
por ejemplo, en los libros []J] o [B].

2.3.1. Algebras de Lie clasicas

Los ejemplos mds importantes de toda la teoria se llaman algebras de Lie clasicas y se
agrupan en cuatro familias de tipos A,, B, Cy y Dy, con 1 > ¢, que a la vez se corresponden
con cuatro familias de grupos de Lie clésicos, definidos en la seccién Todas ellas se
construyen dentro de gl(n, K) donde n depende de ¢ y K es cualquier cuerpo, salvo en los
casos By, Cy y Dy, donde la caracteristica de K debe ser distinta de dos. Nos interesan las
algebras de Lie sobre R 6 C.

e El dlgebra de Lie de tipo Ay es sl({ + 1,K) := {4 € KD : ¢4 = 0}, el algebra
de Lie de matrices de traza cero. Usando las propiedades de la traza: tr(AB)=tr(BA) y
tr(A+ B) =tr(B + A) y que no depende de la base (por lo cual podemos pensar en la traza
de un endomorfismo como la traza de su expresioén en cualquier base), es f4cil verificar que
sl({+1,K) es cerrada para el corchete, més atin, que es una subélgebra de Lie de gl(/+1, K).

Dado que es una subdlgebra propia de gl(¢ + 1, K), su dimensién es menor 6 igual que
n? — 1= ({+1)® — 1. Por otra parte, sea la base

{Eij i # i haijco VU {hi = Bi — Eivvivi b o

que en total son (£ + 1) — (( 4+ 1) + ¢ = (¢ 4+ 1)® — 1 elementos base; por lo tanto, ésta es su
dimensién.
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o El adlgebra de Lie de tipo C; para ¢ > 3 es el algebra simpléctica definida como el
subespacio (y subélgebra de Lie) de sl(2/, K) dada por

m n

20, K) := AEK%X%:A—(
sp(2(,K) { v

) -m,n,p,q € KEXZJ nt =n, pt =D, mt = _q}

0 Id
—Idy, 0
ma bilineal antisimétrica no degenerada correspondiente a F; es decir, f(v,w) =< v, Fw >
v,w € K*. Notar que f satisface f(v, w) = — f(w,v). Se define el dlgebra simpléctica como
el subespacio de matrices o endomorfismos A de K* tales que

Equivalentemente, sea {vy, ..., v, } una base de K***%*, sea F = ¢ ) y sea f la for-

FA=-AF
lo cual obliga trA = 0. En otras palabras, A € sp(2¢,KK) si y s6lo si para todo v, w € K
f(Av,w) = = f(v, Aw)
Una base de sp(2/, K) estd dada por
B={hi =FEji—FEuipi: 1<t <L U{E; — Eppjevi 1 <i#j <1}

U{Ei,g+i 01 S 1 S g}U {Ei7[+j —|—E]”g+i 01 S 7 < j S f}
U{Eg+i’l' 01 S 7 S g}U {EZJri,j —|—Eg+j7l' 01 S 1< j S g}

En particular, se obtiene que la dimensién de sp(2/,KK) es igual a

dim 5p(20, K) = |B] = £+ (& — ) +2(0 + S0~ 1)) =26 ¢

e El dlgebra de Lie de tipo B, para { > 2 es el dlgebra ortogonal o(2¢ + 1,KK) definida
como el subespacio (y la subalgebra de Lie) de s[(2¢ + 1,K) de matrices antisimétricas

0(20 4 1,K) = {A € KEHDXCHD A 4 A = )

Notar que las condiciones implican trA = 0si A € 0(2¢ + 1,K), por lo cual esta algebra se
denota también por so(2¢ + 1, K). Otra descripcion de o(2¢ + 1, K) (ver la préxima seccién)
estd dada por

0 b b
0(20+1,K) = b, m n e KHDXCHD -yt — —n pt = —p € K>, by, by € K
—by p —m!
1 0 0
Equivalentemente, sea {v, ..., vor11 } una base de K+ *C4Y sea F = 0 0 [Id, |y
0 Id, O

sea f la forma bilineal simétrica no degenerada correspondiente a F'; como para C;, una
matriz A pertenece a 0(2¢ + 1, K) siy sélo si

f(Av,w) = — f(v, Aw)
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De nuevo, trA = 0. Consideremos la siguiente base de 0(2¢ + 1,K): B =
= {hl = By — EE—H’,Z-H’}2§i§£+1U{Ei+1,j+1 - Ef+j+1,e+i+1}1§i¢j§£U{Ei+17£+j+1 - Ej+1,f+i+1}1gi<jgz

U{E1+i+1 — Eir115 Erivr — B bciop U {Biver1g41 — Ejrerivi bicjcic

Como en el caso de (Y,
dim 0(2¢ + 1,K) = |B| = 20> + (.

e El dlgebra de Lie de tipo D, es también un algebra ortogonal pero que se construye
sobre un espacio vectorial de dimensién par, 0(2¢, K) = so(2/¢, K) porque todos sus elemen-

tos tienen traza cero,
0(20,K) = {A € K*** . A+ A" = 0}

0 Id,
Id, 0
base y verificar que la dimensién de esta dlgebra de Lie es dim 0(2¢, K) = 2¢% — (.

La forma bilineal estd dada por F' = . Se deja como ejercicio construir una

Matrices ortogonales con respecto a una forma bilineal simétrica no degenerada

Sea V = K" y B una forma bilineal, simétrica, no degenerada, definida en V, se define
o(B) ={f € gl(n) : B(fv,w)+ B(v, fw) = 0Vv,w € V}
o(B) resulta un algebra de Lie, que se identifica con la subdlgebra de matrices dada por
o(B)={f e K"™": fB+ Bff =0}

donde ahora B significa la matriz de la forma bilineal B y a f la escribimos como matriz.

Propiedad: Sea C' € K"*" inversible y B’ = C'BC", entonces o(B) = o(B’) y este isomor-
fismo es de algebras de Lie.

En particular, sobre los nimeros complejos, todas las o(B), con B simétrica, no degene-
rada, son isomorfas al algebra de Lie de matrices antisimétricas.

En el caso real, tiene sentido considerar o(p, q), el dlgebra de Lie de matrices que preservan la
forma bilineal que en su forma diagonal tiene p unos y q¢ menos unos. Toda subdlgebra de Lie que
preserve una forma bilineal simétrica, no degenerada en R" es necesariamente isomorfa a
una de éstas. Se puede probar también que o(p, q) = o(q, p), ;por qué?

2.4. Ideales

Definicién 2.10. Un ideal de g es un subespacio J de g tal que [g, 2] € J para todo z € J,
g € g, es decir, tal que [g,J] C J.

En teoria de Lie, los ideales juegan el rol que los subgrupos normales juegan en teoria

de grupos y el de los ideales bilateros en teoria de anillos, por lo cual es natural estudiar
un algebra de Lie via sus ideales.
Notar que un ideal es automdticamente una subdlgebra de Lie. Ideales triviales de g son
todo g y el cero 6 ideal nulo que consiste s6lo del vector nulo. Menos trivial es el ideal
Z(g) ={z€g:[r,2z] =0Vzx € g}, el centro de g. Un ideal J de g se dice propiosi 0 # J e
J#g.
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Un élgebra de Lie se dice abeliana si [g, g] = 0, es decir, si todos los corchetes son cero, o
sea, siy solo si Z(g) = g. En particular, todo espacio vectorial puede ser considerado como
un algebra de Lie abeliana.

El dlgebra derivada de g es ¢’ := [g, g, que consiste de todas las combinaciones lineales
de elementos de la forma [z, y| con z,y € g, es decir,

g =lo.0] = {Z[lﬂm%] =0:z,y € 9}

y resulta un ideal (ver proposicién mas adelante). Notar que g es abeliana si y sélo si
g’ = 0; el otro extremo es g’ = g # 0. Veremos enseguida por qué.

Ejemplo 2.11. Sea g = s((2,K) con K = R 6 C 6, mds generalmente, sobre cualquier cuerpo
de char K # 2; estudiemos su tabla de multiplicacién en la base {z,y, h} donde

“(oa)=(o)n=(o 4)

entonces [z, y] = h, [h, z] = 2z y [h, y] = —2y. Por lo tanto, [g, g] = g.

Ejercicio: La propiedad [g,g] = g vale para todas las dlgebras de Lie lineales, incluso
para sl(n,K) con n # 2 si char K = 0.

Proposicién 2.12. Sean J, 8 ideales de un dlgebra de Lie g sobre un cuerpo K, entonces J + 8,
JIN Ry [J, R] son ideales de g; en particular, [g, 9] y g, [g, g]] son ideales.

Demostracion. Sean J, 8 ideales de un algebra de Lie g; queda como ejercicio probar que
entonces los subespac1os

J+R={z+y:2z€Jyc i} y

s { }
z€INR

también son ideales de g. Probemos que [J, 8] = {> [z, vi] : x; € J,y; € R} esideal de g:
(9,13, 8]) € [lg, 3], &I + [3, [g, &]) € [3, K] + [3, 8] = [, &].

El dlgebra derivada de g es un caso especial de esta construccion. O

Definicién 2.13. Un algebra de Lie g se dice simple si no admite més ideales que el cero y

la misma g y si g no es abeliana.

Por ejemplo, si g es de dimensién uno, resulta automaticamente abeliana y, por lo tanto,
no es simple; més atin, las simples de dimensién mds chica son de dimensién tres (ejercicio).
Notar que si g es simple, entonces [g.g] = gy Z(g) = 0.
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Ejemplo 2.14. Veamos que s((2, K), que es de dimension tres, es simple. Sea {z, y, h} la base
de s[(2,KK) dada en el ejemplo

(80 ()n= (5 )

Supongamos que J es un ideal no nulo de s((2,K).Sea 0 # ¢t = ax + by +ch € J,a,b,c € K,
entonces [z, [z,t]] = —2bz € Jy también [y, [y,t]] = —2ay € J; por lo tanto, sia # 0, J
contiene a y, y por ser ideal, también contiene a h = [z, y]; entonces J contiene a t —by —ch =
ax. Es decir que si a # 0, obtenemos que y, h, x € Jy por lo tanto, J = g. Andlogamente si
b # 0. Por otra parte, si 0 # ch € J, entonces h € J pero por ser ideal, también z = 1[h,z| € J
ey=—3lh,yl € JydenuevoJ = g.

2.4.1. Cocientes

A partir de un algebra de Lie no simple, se puede construir otra algebra de Lie de di-
mensién menor, como un cociente de la primera (de manera analoga al procedimiento
para anillos); en efecto, si g no es simple, sea J un ideal propio, se define el dlgebra de Lie
cociente como el espacio vectorial cociente g/J con la estructura de algebra de Lie dada

por
[z +J,y+3]=[z,y] + 7

es decir, en notacion de clases, se define [Z, 7| = [z, y].
Buena definicién: Supongamos que x +J = 2’ +Jey +J = 3 + J, 0 sea que existen
u,v € J tales que 2’ = x + uey =y + v entonces

[,y = [z, ] + ([, 0] + [, 9] + [u, 0]) € [2,y] +T

es decir que [2, '] y [z, y] difieren en un elemento de J, en otras palabras, tienen la misma
clase en el cociente: [z,y] + T = [2/,y'] + J.

En particular, obtenemos que la proyeccién al cociente es un morfismo de dlgebras de
Lie por construcciéon y, en consecuencia, todo ideal es el ntcleo de algtin morfismo de
Lie como se prueba en el lema posterior 2.15

Observemos que si ¢ : g — b es un homomorfismo de algebras de Lie, ker ¢ es un ideal
en g; en efecto, claramente, para todo = € g, z € ker ¢, tenemos que ¢([z, z]) = [pz, pz] =
[¢x,0] = 0. Notar también que la imagen es una subélgebra del espacio de llegada.

Ideales y morfismos de dlgebras de Lie tienen muchas propiedades en comtn con idea-
les y morfismos de anillos. Una de ellas es la construcciéon de homomorfismos de élgebras
de Lie g/J — b donde J es un ideal de g. Entendendamos ésto: Sea J un ideal de g y
¢ : g — b un homomorfismo que satisface J C ker(¢) entonces ¢ se factoriza por la pro-
yeccion al cociente y define un morfismo de g/J — h. En efecto, si J C ker(¢) el morfismo
¢ : g/J — b definido como ¢(T) = ¢(x) estd bien definido pues 7 = 7/ <= v — 2’ € J C
ker(¢), luego ¢(z) = ¢(z') y obtenemos que #() = ¢(2’). Por lo tanto, el diagrama conmu-
ta: o = ¢ op.
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g——=b

7

7/
p s
l/ ¢
g/3

Lema 2.15. Existe una correspondencia natural entre homomorfismos que salen de un dlgebra de
Lie g e ideales de g dada por ¢ — ker ¢ e J +— 1) con ) : x — x + J. En particular, todo ideal es el
niicleo de un morfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion: Ejercicio.

Otra propiedad es la correspondencia uno a uno de ideales de g que contienen a J e
ideales de g/J, dada por la proyeccién al cociente.

Finalmente, es importante mencionar el Segundo Teorema de Isomorfismo: sean a y b idea-
les en un &lgebra de Lie g tales que a + b = g entonces

g/a=(a+b)/a=b/(anb)

donde el morfismo de la derecha es a + b ~ .

Para resumir algunos de los enunciados més importantes, tenemos el siguiente teorema
cuya prueba es estandar (es completamente andloga a la realizada para grupos). Ejercicio:
verificar como se deben definir las flechas que falta mencionar.

Teorema 2.16. a) Si ¢ : g — b es un homomorfismo de dlgebras de Lie entonces g/ ker ¢ = Im ¢.

b) SiJ es un ideal de g tal que I C ker(¢) entonces existe un tinico homomorfismo de dlgebras de
Lie ¢ : g/J — b tal que ¢ = ¢ o pi.e. tal que el diagrama conmuta. En otras palabras, ¢ se factoriza
por la proyeccién al cociente y define un morfismo de g/J — .

c) Si J y R son ideales de g tales que I C R entonces /7 es un ideal de g/J y (g/3)/(R/7J)
es naturalmente isomorfo a g/ K. (Notar que acd hay que pensar a 873 como la imagen p(R) donde
p: g — g/J es la proyeccién al cociente).

d) Sean a, b ideales de g entonces (a +b)/a = b/(aNb).

2.5. Ejercicios

1. Probar que un espacio vectorial de dimensién 2 con base {z, y} con el corchete [z, z] =
0, [y,y] =0, [z,y] = y es un algebra de Lie si los demds corchetes se obtienen exten-
diendo bilinealmente. Toda 4lgebra de Lie no abeliana de dimensién 2 es isomorfa a
ésta.

2. Probar que (R?, x) es un élgebra de Lie real, isomorfa a su(2), el dlgebra de Lie de
SU(2), llamada la forma compacta de sl(2, C). La estructura de algebra de Lie es la
siguiente:

(R?, x) = Ru @ Rv @ Rw con el corchete [u,v] = w, [v,w] = u, [w,u] =v

que se extiende bilinealmente. Probar que (R?, x) no tiene ideales propios.

Mostraremos luego que esta algebra de Lie es isomorfa al dlgebra de Lie tangente a
las rotaciones en R?, que a la vez es isomorfa al algebra de Lie tangente a SU(2), que
a la vez es isomorfo al grupo de unidades de norma 1 de los cuaterniones.
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3. Sea U un abierto de R". Recordemos que un campo de vectores C'*° es un operador
sobre funciones C*(U) de la forma X = >"a;32- con a; € C=(U).
i=1 ‘

El espacio vectorial real de todos los campos de vectores C*° sobre U admite una
estructura de algebra de Lie con el corchete definido por el commutador [X,Y] =
XoY —YoX,donde X : C*(U) — C*(U) enla forma X(f)(p) = X,(f). Probar que
el corchete de dos campos es otro campo, mostrando que las derivadas de orden dos
se cancelan.

Probar que la antisimetria y la identidad de Jacobi son consecuencias de las propieda-
des del algebra asociativa generada por los campos de vectores (con las operaciones
de suma y composicion usuales).

Este ejemplo se puede generalizar a toda variedad C* M, es decir, el espacio vectorial
real de todos los campos de vectores C'> sobre M admite una estructura de algebra
de Lie.

Mas ejemplos importantes se estudian en las siguientes dos subsecciones, derivaciones
y producto semidirecto.

2.6. Derivaciones. Representacion adjunta.

Sea (V,m) un ”algebra” en el sentido general, es decir, m : V' x V' — V bilineal es una
funcién (sin ninguna propiedad prescrita, salvo la bilinealidad, no necesariamente asocia-
tiva). Ver el ejemplo[1.4} Se define Der(V,m) := {D € End(V) : D(vw) = D(v)w + vD(w)},
donde hemos denotado vw := m(v, w). Si D y D" son dos derivaciones, en general DD’ no
es una derivacion, pero DD’ — D'D silo es, por lo tanto Der(V, m) es una subalgebra de Lie
de gl(V) = End(V).

En efecto,

DD'(vw) = D(D'(v)w + vD'(w) = D(D'(v))w + D'(v)D(w) + D(v)D'(w) + vDD'(w)

D'D(vw) = D'(D(v)w + vD(w) = D'(D(v))w + D(v)D'(w) + D'(v)D(w) +vD'D(w)
(DD" — D'D)(vw) = (DD" — D'D)(v)w + v(DD" — D'D)(w)

Dado que un algebra de Lie es un édlgebra en el sentido anterior, estd definida Der g, el
algebra de Lie de derivaciones del dlgebra de Lie g. Dentro de Der g hay derivaciones que
aparecen naturalmente: para un x € g se define el endomorfismo

z+— ad,z =[x, 2]
que resulta una derivacién como consecuencia de la identidad de Jacobi:
ady([y, 2]) = [, [y, 2]] = [y, [, 2] + [[2, 9], 2] = [y, ade2] + [aday, 2]

Las derivaciones de esta forma se llaman derivaciones interiores de g; las demas, deriva-
ciones exteriores. Denotemos por InDer(g) a las derivaciones interiores de un élgebra de
Lie g. La asignaciéon g — Der g que manda x — ad, se llama representacién adjunta y
volveremos sobre ella posteriormente.

Ejercicio 2.17. Demostrar que InDer(g) = g/3(g), donde 3(g) denota el centro de g.
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Observacion 2.18. Se vera mas tarde que para un dlgebra de Lie semisimple g se verifica
que ad : g = Der(g); es decir que, en un algebra de Lie semisimple, toda derivacién es
interior. Ver el final de la seccion 5.4

Ejercicio 2.19. Sea 0 una derivacién de un 4lgebra de Lie g y = € g. Demostrar que
[(5, adx] = adg(x)
donde el corchete esta calculado en Der(g). En particular, InDer(g) es un ideal de Der(g).

Ejercicio 2.20. Sea J un ideal de un algebra de Lie g y s una subdlgebra de g. Mostrar
que la aplicacién adjunta = +— ad, restringida a s define un morfismo de algebras de Lie
s — Der(J). ;Cuadl es su ntcleo?

2.6.1. Producto semidirecto.

Sean [, g algebras de Lie sobre Ky sea 7 : g — Der([) un homomorfismo de algebras de
Lie. Se define el producto semidirecto de [y g, denotado por [X g, al dlgebra de Lie cuyo
espacio vectorial subyacente es [ @ g y la estructura de Lie esta dada por

[(1,9), (', g = (L U]+ =(g)l = 7(g"), [9,9'])

Con esta estructura de algebra de Lie, g resulta una subdlgebra de Lie de [Xg y [ un ideal
de IXg.

Reciprocamente, si un dlgebra de Lie es de la forma ) = [ g donde [ es unideal y g una
subélgebra de Lie de h, entonces ad, : | — [ es una derivacién para todo z, en particular,
para todo = € g, la cual define un homomorfismo de algebras de Lie 7 : g — Der([). Se
obtiene h = [Xg, el producto semidirecto de [y g.

Ejercicio 2.21. Consideremos un producto semidirecto [X g como antes. Mostrar que g re-
sulta un ideal si y s6lo si la aplicacién 7 es nula, si y s6lo si el producto semidirecto coincide
con el producto directo.

Ejercicio 2.22. Muestre que el dlgebra de Lie no abeliana de dimensién dos es un producto
semidirecto de dos dlgebras de dimensién uno.

2.7. El dlgebra de Lie de un grupo de Lie

Sea Gungrupodelie.Si f: G — ResC*yg € G, consideremos la traslacion a izquierda
dada por f,(z) = f(g.x) para todo z € G. Un campo de vectores C* se dice invariante a
izquierda si X,,f = dL,(X,)(f) para toda f € C*(G)y g,p € G. Los campos vectoriales
invariantes a izquierda forman una subalgebra de Lie del dlgebra de Lie todos los campos
C> y esta es la que se llama el dlgebra de Lie de (G, denotada por g. Podemos pensar a
cada campo C* invariante a izquierda como a una familia de vectores tangentes X,, uno
para cada g € G; dado que X, = dL,X,, el campo X estd determinado por X.. Veremos
que la funcién X — X, con e el elemento identidad del grupo de Lie es un isomorfismo
de espacios vectoriales de g en T,(G), el espacio tangente a la identidad de G. Finalmente,
T.(G) hereda la estructura de algebra de Lie de g via este isomorfismo.

Los enunciados precisos son los siguientes:
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Definicién 2.23. Sea GG un grupo de Lie y sea g € G. Se definen las traslaciones a izquierda
y a derecha como los difeomorfimos de G dados por

ly(m) =g.1

re(T) =Tyg

Se dice que un campo de vectores X (no necesariamente C* a priori) en G es invariante a
izquierda si para todo g € G

dljo X =X ol

Proposicién 2.24. Sea G un grupo de Lie y sea g el espacio vectorial de todos los campos de vectores
invariantes a izquierda, entonces

1. g es un espacio vectorial real y g = T.(G) via el isomorfismo de espacios vectoriales g
T.(G) dado por o(X) = X..

2. Los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables.
3. El corchete de dos campos invariantes a izquierda es invariante a izquierda.
4. El espacio g es un dlgebra de Lie que identificamos con T,.(G), el dlgebra de Lie de G.

Demostracion. 1. Es claro que g es un espacio vectorial real y que « es lineal; veamos
que a(X) es inyectiva: Supongamos que a(X) = «(Y), entonces para cada g € G
dly(X(e)) = dly(Y(e)), luego

X(g) = dly(X(e)) = dly(Y(e)) =Y (9)

Por lo tanto, X =Y. Veamos que « es suryectiva: sea z € T,(G), definamos un campo
de vectores invariantes a izquierda por X(g) = dl,(x) para cada g € G; entonces
a(X) ==

2. Veamos que los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables: es
suficiente probar que para todo campo invariante X y toda f € C>*(G), X(f) es C*,
para lo cual queremos ver ésta se escribe como una composicioén de funciones C*>. En
efecto, para cualquier g € G

Xf(g) = X,(f) = dly(Xe) [ = Xe(f oly) (%)

Por lo tanto, es suficiente demostrar que (x) es C*. El truco es tomar un campo C* Y
tal que Y. = X, y reemplazar a X por Y en la anterior. Definamos inclusiones C*> de
G — G x G por

ie(9) = (g,€) eiz(g) = (7,9)

Finalmente, si m es la multiplicacién en el grupo, veamos que (*) coincide con la fun-
cion ((0,Y)(fom))oil que es C* por ser composicion de funciones C*. En lo siguiente,
notemos que (0,Y’) es un campo C> en G x G, el primer paso es la evaluaciéon de un
campo en una funcién aplicada en el punto (g, €) y las n primeras derivadas parciales
son cero:
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((0.Y)(f om)) 0il(g) = (0.Y) g (f o) = 0(f omoil) + Yol f om0 i2)
—Yi(fomoi2) = X(fomoiZ) = X.(fol,) = (x)

3. “El corchete de dos campos invariantes a izquierda es invariante a izquierda” es con-
secuencia del siguiente hecho mas general: Sea ¢ : G — H un difeomorfismo entre
variedades diferenciables Gy H, sean X e'Y campos de vectores en G, entonces

dp[X,Y] = [dpX, doY]

aplicado a G = H grupo de Lie, ¢ = [, la traslacién a izquierda por un g € G arbitra-
rio.

4. Esta afirmacion es consecuencia inmediata de lo anterior.

Por lo tanto, g es un algebra de Lie, isomorfa a 7,(G), el dlgebra de Lie de G.

]

El siguiente teorema resume hechos fundamentales. Omitimos la pruebas. Para la de-
mostracion, ver [W]. Para una demostracién del teorema de Ado, ver [J].

Teorema 2.25. 1. Si (H,¢) es un subgrupo de un grupo de Lie G y denotamos por g y b a
las dlgebras de Lie de G y H, respectivamente, entonces d¢ es un isomorfismo entre b y la
subdlgebra de Lie d¢(h) de g.

2. Todo subgrupo abstracto H que es un subconjunto cerrado de G' admite una tinica estructura
de variedad diferenciable que lo convierte en un subgrupo de Lie de G.

3. Sea ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie, sea A = ker(¢) y a = ker(do);
entonces A es un subgrupo de Lie cerrado de G con dlgebra de Lie a.

4. [Ado] Toda dlgebra de Lie admite una representacion fiel en gl(n,R) para algiin n; es decir
que en cada clase de isomorfismo de dlgebras de Lie, hay un representante que es un dlgebra
de Lie de matrices.

5. Corolario del teorema de Ado. Dada g un dlgebra de Lie, existe un tinico grupo de Lie
conexo y simplemente conexo G tal que g =Lie (G). Mds aiin, existe una correspondencia
1-1 entre subgrupos conexos de un grupo de Lie conexo y simplemente conexo y subdlgebras
de su dlgebra de Lie, en virtud de la cual, a subgrupos normales le corresponden ideales del
dlgebra de Lie (es decir, si H C G es un subgrupo de Lie conexo que es normal como subgrupo
abstracto, entonces by =Lie (H) es un ideal de g).

6. Un grupo topolégico N, localmente euclideo admite a lo sumo una estructura C* que lo
convierte en un grupo de Lie.

7. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo cerrado abstracto de G, entonces H admite
una tinica estructura C* que lo convierte en un subgrupo de Lie de G (necesariamente con la
topologia relativa, dado que (H, ¢) subgrupo cerrado si y sélo si ¢ es un embedding.)

(Recordemos que ¢ es un imbedding si es un homeomorfismo : H — ¢(H) C G con la
topologia relativa).
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8. Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie g y b, respectivamente, y con G simplemen-
te conexo; sea ¢ : g — b un homomorfismo de dlgebras de Lie, entonces existe un tinico
homomorfismo ¢ : G — H tal que dp = 1.

Ejemplo 2.26. Existen subgrupos de Lie de un grupo de Lie G’ que no son cerrados, es decir,
que no estan embebidos en G. Una manera de construir un ejemplo es la siguiente. Sea G =

= S x Sy sea H el subgrupo abstracto y subgrupo de Lie H = {(e"*™, ¢“*™) : t € R},
cona € R\ Q, fijo; la irracionalidad de a implica que H = (R, +), donde H (H,.) con . el
producto coordenada a coordenaday G = (G, .). El isomorfismo es

6:R — H
t = (61'27rt7 6ia27rt)
La funcion ¢ es claramente suryectiva. El nticleo de ¢ es {t € R : ¢*™ = 1 = ¢"*?™}; pero
e”™ = 1implica t € Zy €"*™ = 1 implica at € Z, contradiccién salvo ¢ = 0; por lo tanto, ¢

es inyectiva. H no es cerrado en GG pues si lo fuera, R seria compacto porque G es compacto.
Ejercicio: demostrar que la imagen de ¢ es densa en G.

2.7.1. El algebra de Lie de un grupo de Lie de matrices y subejemplos

Observacion 2.27. Recordemos que todo espacio vectorial real admite una estructura na-
tural de variedad diferenciable y que su espacio tangente en cualquier punto se puede
identificar con el mismo espacio, similarmente para un abierto de un espacio vectorial, por
ejemplo GL(n,R).

Teorema 2.28. El dlgebra de Lie gl(n,K) es el dlgebra de Lie del grupo de Lie lineal general
GL(n, K).

Demostraciéon. Por un lado, sabemos que gl(n, K) es un algebra de Lie; por otro, sabemos
que el grupo de Lie GL(n,K) tiene su algebra de Lie g = T,(G) = espacio de campos
invariantes a izquierda. Se quiere demostrar que g = gl(n, K).

Calculemos los campos invariantes a izquierda.

Sea A una matriz, que identificamos con un elemento del tangente a la identidad en la

forma
A= E aijaijhd
ij

Notemos que si p es una matriz inversible, entonces existe un e positivo tal que c(t) =
E;jt + p es inversible para todo ¢t de médulo menor que e. Podemos tomar esa curva y al
calcular la derivada obtenemos

d(t) = ¢(0) =
Sea X un campo de vectores de la forma
Z xzk ak] |
ijk a
para cada p € G, donde a;; € R. Notar que un campo tal es invariante y que

Z xzk Id akj 8 Z (Lkakja Z Qjj > 8 d

ijk ijk
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Dado que todo campo invariante queda completamente determinado por su valor en la
identidad, todo campo invariante a izquierda es de esta forma para una tnica eleccién de
coeficientes a;;.

El isomorfismo es la composicién siguiente

X X(1d) Z% e A= (ay)

Denotemos por X4 al tinico campo invariante a izquierda asociado a la matriz A. Falta
probar que
(X4, XB] = X4

donde a la izquierda es el corchete de Lie de campos y [A, B] es el conmutador de matrices.
Utilicemos la férmula del corchete de Lie

[fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y —gY (/)X

donde f, g son funciones, y X e Y son campos. Obtenemos

0
[XA7XB] = szkakga Z Iz'k'bk/ /8
ijk Z] i j'k! Xy Vi
> by |-y 2
= Lk Qe Lt k! Okt 57 )
ijki’ 'k ax” 81'1'/]'/
8 itk 8 6 Z; 8
T S TN LGN R A L
ijki’ k! 6x2] axi’j/ ijki’ 5k’ 6 ’L]’ @I'LJ
o O, o . Oz
utilizando (i) =1sii=1i,j = k' y 0 en otro caso, idem para (i)
axi/j, axi’j/
0 0
§ Q:zkakjbk’ ’511 5]]4’ E xz’k’bk’ ’ak](sm 5k]
015 0x;

ijki’ j' K’ ijki’ 3’ k!

las sumas en ¢’ y en k' colapsan y si se reemplaza i’ = i y k' = j obtenemos

0
= ; Tikijj5 Y % Tig O 1 o usando }; ax;bj;r = (AB)y; obtenemos
ijks’ Lighijkk!
)
= > zip(AB)gj— T > a:zk/(BA)k/Ja y renombrando indices k' <+ k, j’ < j,
ikj’ Ligr ik Lij
= ZT; A, Bl
% k[ ]k] 8.CCU
= Xap

]

Con esto hemos mostrado que el corchete de Lie calculado con campos coincide con el
corchete de Lie calculado por conmutadores, como habiamos visto en la proposicién
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2.8.
1.

. Sea f € R**? digamos [ = ( CCZ

Ejercicios

Probar que la condicién de antisimetria: [z, y] = —[y, z| para todo z,y € g, es equiva-
lente a la identidad [z, 2] = 0 para todo = € g, salvo en el caso en que char (K) = 2.

. Probar que si dim (g) = 2, la identidad de Jacobi se obtiene inmediatamente de la

condicion de antisimetria.

. Probar que el miembro izquierdo de Jacobi es igual a un medio de la suma calternada,

es decir, si denotamos por J(z,y, z) al miembro izquierdo de Jacobi, entonces

1 g
(@, wp,w5) = 2 (=1 [500), [Fo) Tom)]

oc€ES3

Sea g un &lgebra de Lie de dimension 2. Mostrar si g es no abeliana, entonces existe
una base {z,y} tal que [z, y] = x. Calcular el grupo de automorfismos de esta dlgebra
de Lie y calcular el dlgebra de Lie de derivaciones de g.

. Mostrar que vale Jacobi para el producto semidirecto.

Sea g = C>*(R*"), se define el corchete de Poisson de dos funciones como {f,g} =
Yo 1 0ifOn+ig — OntifO;g. Mostrar que verifica Jacobi, y por lo tanto (g, {—, —}) es un
algebra de Lie.

. Calcular el espacio tangente a SO(p, ¢, R) y a Sp(2n, R), explicitar los corchetes.

Z > y definamos en R?, con base {z, y, z} el corchete
dado por

[z,x] = ax + by, [z,y] = cx + dy, [x,y] =0

donde se sobrentiende que extendemos por bilinealidad y antisimetria. Llamemos g;
a R? dotado de este corchete antisimétrico.

= Mostrar que el corchete asi definido verifica Jacobi, por lo tanto g; es un algebra
de Lie.

= Mostrar que si f y f’ son matrices conjugadas entonces g; = g (isomorfismo de
algebras de Lie).

= Para A € R, denotemos g, := g; donde f = diag(\, 1). Mostrar que g, = g si
y s6lo si A = N. Concluimos que hay una cantidad no numerable de clases de
isomorfismo de algebras de Lie reales de dimension tres.

. Sea G = 5% la esfera unitaria con la estructura de grupo dada por los cuaterniones de

norma 1. Encuentre curvas o, 7, p : R — S® tales que ¢(0) = 7(0) = p(0) = 1, ¢'(0) = 4,
7'(0) = jy p/(0) = k. A partir de estas curvas, calcule el corchete de Lie del dlgebra
tangente a S® y muestre que es isomorfa a R* con el producto vectorial.
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3. La Funcion Exponencial

3.1. La funcién exponencial de matrices
Sea A € C"*"; dado que A es una matriz cuadrada, podemos sumar y multiplicar, luego
estd claramente bien definida la férmula

N 1 1
Sy =S —A" =14 A+ A2 4. 4 AN
N —~ AT DA

n=0

Para cada N tenemos asi definida una matriz; dado que sus coeficientes constituyen suce-
siones convergentes, como se prueba seguidamente, podemos definir

exp(A) = ]\}1_13%0 SN

Proposicion 3.1. Para cada A € C™*", la sucesion de matrices {Sy}n definida antes es una
sucesion convergente en norma, para la norma de matrices como operadores y, por lo tanto, es con-
vergente en cualquier norma.

Demostracién. Vamos a demostrar que {Sy }n es una sucesiéon de Cauchy. Si M > N,

N Moo Moo
1S: = Snll = || > —AT < > EHA”HS > EIIAII”
n=N+1 n=N+1 """ n=N+1 """

Aqui hemos utilizado la desigualdad triangular y el hecho de que ||AB|| < [|A]||.||B||. Como
la exponencial de niimeros reales es convergente y || A|| es un nimero real, la sucesiéon de

sumas parciales de la exponencial usual e/l4ll es convergente, y en particular, es de Cauchy.
O

3.2. Propiedades elementales

Proposicién 3.2. La funcién exponencial de matrices tiene las siguientes propiedades:
1. Si Ay B son dos matrices que conmutan, entonces exp(A + B) = exp(A) exp(B)
Para toda matriz A, exp(A) es una matriz inversible, con inversa exp(—A).

Si C' es una matriz inversible, entonces exp(CAC™1) = Cexp(A)C .

N

Sea D una matriz diagonal, D = diag()\y, ..., \,) entonces
exp(D) = diag(e™, ..., eM).

Mis atin, si J(\, k) es un bloque de Jordan de tamafio k y autovalor X entonces

1 1
=M Id+ N+ N2+ ... N
exp(J(\ k) =e (d—i— +oN+ +(l{:—1)! )

donde N es la matriz nilpotente N = Fy9 + Eos + -+ + Ej_1 .
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5. Sit es un niimero real y A es una matriz fija, la funcion o : R — GL(n,C) dada por
t — exp(tA) es diferenciable, c(0) = Id y 0'(0) = A.

Demostracién. 1. Sean Ay B son dos matrices que conmutan.
- 1 k pn—k
exp(A + B) = _OEA+B Zonlz<>AB

Aqui hemos utilizado la férmula del binomio de Newton, que vale para matrices que
conmuten.

Si calculamos, por otra parte,

exp(A) - exp(B) = ( %A”) : <Z ! B")

n=0 n=0

que es el producto de dos series convergentes en norma, podemos utilizar la férmula
del producto de Cauchy

() (50) -5 (&)

que en nuestro caso da

- - 1 k 1 - - ' k pn—k
> (S ) - X ()

n

como queriamos.

2. Esclaro que exp(0) = Id; ademas, si usamos el punto anterior, obtenemos

Id = exp(0) = exp(A — A) = exp(A) exp(—A)

N
L A" La funcién

3. Sea (' es una matriz inversible y denotemos por S(A)y = >, =

Adg: €™ — X
A CACT

es lineal en A, en particular, continua y diferenciable; ademas, verifica
Adc(A- B) = (AdcA) - (AdeB)

que a la vez implica
Ade(A") = (AdcA)"

Por lo tanto
C’exp(A)Cil = Adc(]\}l/m SN(A>> = ]\}im (AchN(A>>

= lim SN<Ach> = exp(Adc(A))
N—o00
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4. Sea D una matriz diagonal, D = diag(\y,...,\;) entonces el resultado se sigue de
que D" = diag(A},...,\}). Para la exponencial del bloque de Jordan, notemos que
J(A, k) = Ald + N es una suma de matrices que conmutan, entonces

exp(J (A, k)) = exp(Ald) - (exp(NN)
de donde se sigue el resultado.

5. Consideremos la curva o(t) := exp(tA); si A fuera un bloque de Jordan A = J(\, k),
entonces los coeficientes de exp(tA) serian un multiplo de e por un polinomio en ¢,
de grado menor o igual que £, explicitamente

2 k-1
exp(tJ(\ k) = exp(tAld) exp(tN)e (Id +tN + %NQ + (kt 1)'Nk_1>

De manera anéloga si A estuviera formada por bloques de Jordan de diferentes ta-
manos.

Para calcular exp(tA)’ utilicemos nuevamente la férmula (o(t)7(t)) = o' (¢)7(t) +
o(t)7'(t) y su consecuencia (por induccién)

Si sucediera que o(t) conmutara con ¢’(t), tendriamos ¢%(t)’ = no™ *(¢). En el caso
particular o(t) = (tA)" obtenemos o’ (t) = nA(tA)" !y, en consecuencia,

s(tA)y = As(tA)n 1

de donde se deduce el resultado, después de tomar limite. La cuestion de convergen-
cia para el limite es clara si A es un bloque de Jordan y, en general, también, porque
la conjugacion es un difeomeomorfismo y podemos reducirnos al caso anterior.

O

3.3. La funcién exponencial en un grupo de Lie

Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo 1-paramétrico de G es un homomorfismo de grupos
de Lie de R en G. Sea g el dlgebra de Lie de G y sea X € g; la funcién

R — g

/\i = AX

r=0

es un homomorfismo de dlgebras de Lie de R en g, donde pensamos a R como el 4dlgebra
de Lie del grupo R. Dado que R es simplemente conexo, el item 8 del teorema asegura
la existencia de un tinico subgrupo 1-paramétrico de G

expy : R—=+ G
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tal que

dexpy ()\ dii" ) =X
r=0

En otras palabras, ¢ — expy(t) es el tinico subgrupo 1-paramétrico tal que la derivada en
t =0 es X.. Se define la funcién exponencial como

exp:g — G
X = expy(1)

Por otra parte, recordemos que si X es un campo de vectores C* y ¢(t) una curva C*,
c se dice una curva integral del campo X si ¢/(t) = X, para todo t. Lo anterior se puede
resumir en la forma siguiente. Sea g = 7,(G) 4lgebra de Lie de G; para cada v € T.(G), sea
X el tinico campo invariante a izquierda tal que X, = v, sea c(¢) la tinica curva integral de
X tal que ¢(0) = e, que, en particular, verifica ¢(0) = v; se define exp(v) = ¢(1), o sea,

exp:g — G
v o= (1)

Si se quiere definir a exp : g — G, pensando a g como el dlgebra de Lie de campos inva-
riantes a izquierda, se toma v = X, y la definicién es la misma.

Teorema 3.3. Sea X un campo invariante a izquierda en el dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G,
entonces

1. La funcién c(t) : t — exp(tX) es la tinica curva integral del campo X tal que c¢(0) = e,
es decir que c(t) es el tinico subgrupo 1-paramétrico tal que la derivada ent = 0 es X.. En
particular, ¢(1) = exp(X).

2. Paratodot,t’ € R, exp(tX) - exp(t'X) = exp((t + ') X).
3. Paratodot € R, exp(—tX) = (exp(tX))~L

4. Sioc e Gyl, : G — G es latranslacion a izquierda, entonces {, o expy es la tinica curva
integral de X que toma el valor o en cero; en particular, los campos invariantes a izquierda en
un grupo de Lie son completos.

5. Sea ¢ : H — G un homomorfismo de grupos de Lie, entonces el siguiente diagrama conmuta:

H->G

exp T T exp
d¢

h——=9

Notar que a partir del item 5, si H es un subgrupo de Gy concemos la exponencial de
G, identificando di(h) = i.(h) con su imagen en g, sabemos calcular la exponencial de h.

Proposicion 3.4. Dada una matriz A € gl(n,C) el subgrupo 1-paramétrico ¢ : R — GL(n,C)
estd dado por c(t) = e'; en consecuencia exp(A) = e?, con

1 1 1
A =Td+ A+ A2+ A3+ 4+ A"+ ...
2 6 n!

Es decir que la funcién exponencial exp : gl(n, C) — GL(n, C) es la exponencial usual de matrices.
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Demostraciéon. Dada A € gl(n,C),sea X € ga quien le corresponde A = X,y X, = g-Apara
todo g € G. Por el teorema anterior, conocemos el dlgebra de Lie de (G, o sea, conocemos
los campos invariantes a izquierda en G = GL(n, C). Hay que probar lo siguiente:

» Buena definicién de e!: la convergencia de la exponencial se basa en las desigualda-
des ||A"|| < ||A]|" y la convergencia absoluta de la serie de niimeros reales positivos

> ns0 ml[Al[", como se vio en la proposicién 3.1}
» ¢(t) := e'! es la tinica curva integral del campo X asociado a una matriz dada A y tal

que ¢(0) = Id, lo cual es evidente. Calculemos /(1) = 4et = Ae!t = A = X .

dt
Identificando a 7,GL(n,C) con gl(n,C), la férmula anterior nos dice que la curva ¢4

es la curva integral del (1inico) campo invariante a izquierda que tiene valor A en la identidad.

]

Corolario 3.5. La exponencial abstracta de cualquier grupo de Lie de matrices coincide con la
exponencial usual de matrices.

Proposicion 3.6. (a) Sea G un subgrupo de Lie cerrado de GL(n,K) con K =R 6 C y sea g su
dlgebra de Lie, entonces

g={Aecgl(nK): e € Gparatodot € R}
(b) Si A € C™" (0 en particular en R™"), entonces det(e?) = e™4; det ¢! = 1 para todo t si y
solo si trA = 0.
(c) ()=t = (') para todo real t siy slosi A+ Al = 0.
(d) (et)~! = (etA)t para todo real t siy s6lo si A + A =0

Demostracién. (b) Si A es triangular inferior el lema es claro. En el caso general podemos
reemplazar a A por su forma de Jordan. En efecto, sea J la forma de Jordan de Ay sea C €
GL(n,C) tal que A = CJC~'. Aplicando el caso especial a J y usando que el determinante
y la traza son invariantes por conjugacién obtenemos

det(e?) = det(e€/C ") = det(Ce’C™") = det(e”) = ™ = € AC = 04

(C) (etA)—l _ (etA)t o etA+AY) — 1q V4.

. tr tr tr
Derivando con respecto a ¢: 0 = L (e"e!4™) = Aefteld™ 4 et 4et4" AT = A 4 AP,

(d) es andlogo a (c). O

Corolario 3.7. El dlgebra de Lie del grupo de Lie SL(n,K) de las matrices de determinante uno es
sl(n, K), el espacio de las matrices de traza cero.

3.4. Ejemplos de exponenciales y espacios tangentes
Ejemplo 3.8. Si g = gl(n,R) y A € g, entonces det(e?) = ") > 0, por lo tanto

exp(gl(n,R)) C {g € GL(n,R) : det(g) > 0} = GL(n,R),,

donde GL(n,R), es la componente conexa de la identidad. En cambio, exp(gl(n,C)) =
GL(n,C).
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Ejemplo 3.9. Determinemos el grupo de Lie conexo tal que su dlgebra de Lie sea g =
t 0 x
0ty . Dado que
000

0
0
A0 %
y ¢! > 0 para todo t € R, se obtiene que exp(g) = 0 A *x | :A>0
0 01

Ejemplo 3.10. Determinemos el grupo de Lie conexo tal que su algebra de Lie sea g =

0 t =z
-t 0 y | :2,y,t €R 3.Dado que
000
2
010 1 00
-1 0 0 =—1 010
0 0 0 0 0 0
se obtiene .
0 t O x4 0t O
exp| =t 0 0 :Zm —t 0 0
0 0O n=0 00O
~ b o\ 1 £ oo 2
=y — 0 0 + Y —t 0 0
=, (2k)! 00 i GEEDE g
00 1 00 010
-1 k’tQk 1k;t2k’+1
:Z% 010 |+ (Zk)ll -1 0 0
e @R g o o iy 2R+ D! 00 0
cos(t) sin(t) 0
= | —sin(t) cos(t) 0
0 01
cos(t) sin(t) =
de lo cual obtenemos que exp(g) = —sin(t) cos(t) =
0 01

Teorema 3.11. Sea A un subgrupo abstracto de un grupo de Lie Gy sea a un subespacio de g.
Sean U y V entornos abiertos de 0 € gy de e € G, respectivamente, difeomorfos via la funcién
exponencial, tales que

exp(UNa)=VNA

entonces A es un subgrupo de Lie de G con la topologia relativa, a es una subdlgebra de Lie de g y
es el dlgebra de Lie de A. Es decir, la exponencial es un difeomorfismo local.

Como consecuencia, exp(g) = G, es decir, la exponencial del dlgebra de Lie es igual a la compo-
nente conexa de la identidad de G.



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 40

3.5. Correspondencia subgrupos-subdlgebras paralos grupos de Lie clasi-

COsS.

La siguiente es una lista de ciertos grupos de Lie de matrices con sus correspondientes
algebras de Lie. Todos estos grupos se obtienen “exponenciando”subdlgebras de Lie de
gl(n,C) 6 de gl(n,R). El primer ejemplo de este procedimiento estd dado en el corolario
La estructura de grupo de Lie la obtienen como subgrupos cerrados de GL(n,C) 6
GL(n,R), como se estudi6 en el ejercicio de la seccion[1.3]

Tabla de grupos de Lie con sus correspondientes dlgebras de Lie

a) Grupo lineal general real

b) Grupo lineal general complejo

c) Grupo lineal especial real

d) Grupo lineal especial complejo

e) Grupo ortogonal real

f) Grupo ortogonal especial real

g) Grupo ortogonal complejo

h) Grupo ortogonal especial complejo

i) Grupo unitario

j) Grupo unitario especial

GL(n,R) = {A € GL(n,R) : det # 0}
GL(n,C) = {A € GL(n,C) : det A # 0}
SL(n,R) = {A € GL(n,R) : det A = 1}
SL(n,C) = {A € GL(n,C) : det A = 1}
O(n,R) = {A € GL(n,R) : A™1 = A"}
SO(n,R) = O(n,R) N SL(n,R)

O(n,C) ={A € GL(n,C) : A~! = A"}
SO(n,C) = SL(n,C) N O(n,C)

Un) = {A€GL®,C): At =74}
SU(n) = U(n) N SL(n,C)

a’) algebra de Lie general real
b’) dlgebra de Lie general compleja
c’) algebra de Lie de matrices reales
de traza cero
d’) algebra de Lie de matrices complejas
de traza cero
e’, t’) algebra de Lie ortogonal especial real
= matrices reales antisimétricas
g’, h’) algebra de Lie ortogonal especial compleja
= matrices complejas antisimétricas

i’) dlgebra de Lie de matrices antiherméticas
j’) dlgebra de Lie de matrices antiherméticas

de traza cero

gl(n,R) := R™"
gl(n,C) := Cmn
sl(n,R) = {4 € gl(n,R) : tr(A) = 0}

sl(n,C) = {4 € gl(n,C) : tr(4) = 0}

o(n,R) =so(n,R)

={AeglnR): A+ A" =0}
o(n,C) =so(n,C)

={Aegl(n,C): A+ A" =0}
u(n) = {A cgl(n,C): A+ A' = o}
su(n)
={A € gl(n,C): A+ A =0,tr(A) = o}

Informacién adicional sobre los grupos que aparecen en la tabla anterior

» Los grupos GL(n,C), SL(n,C), O(n,C) y SO(n,C) son grupos complejos, mientras
U(n)y SU(n) son grupos reales. Pero se los puede ver también como subgrupos reales
de GL(n,C) que a la vez es un subgrupo real de GL(2n, R).

n Sid=detA, A1 =A"=d'=d= d" =1= d = =1, tanto para d € R como para
d € C.Encambio,siA =4 = d ' =d=|d? =1
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» gl(n,C) =2 Casl(n,C)ygl(n,R) = R @ sl(n,R). Ambas son reductivas: g = 3 & [g, g

» 5l(n,C) es compleja simple de tipo A,,_1, sl(n,R) y su(n,R) son reales de tipo A4,_;,
ambas formas reales de sl(n, C).

» u(n) = R @ su(n) = 3 @ [u,u] es reductiva, no semisimple.

» s50(n, C) es simple, su tipo dependende de la paridad de n: so(2k + 1, C) es de tipo By
y s0(2k, C) es de tipo Dy

» Los grupos O(n,R), SO(n,R), U(n) y SU(n) son compactos, los demds no lo son.

» Los grupos GL(n,C), SL(n,C), SL(n,R), SO(n,C), U(n), SO(n,R), y SU(n) son cone-
xos mientras que O(n,R), O(n, C) y GL(n,R), no lo son. Los grupos O(n,R) y O(n, C)
tienen dos componentes conexas: la componente de los elementos de determinante
1y la de los de determinante -1. El grupo GL(n,R) también tiene dos componentes
conexas, la componente formada por las matrices de determinante positivo y la de
las de determinante negativo. Probemos por ejemplo que GL(n, C) es conexo.

Proposicion 3.12. El grupo GL(n, C) es conexo.

Demostraciéon. Veamos que GL(n, C) es arcoconexo. Sea M una matriz compleja inversible;
como toda matriz inversible, es un producto finito de matrices elementales F\ E,, ... E,
donde cada matriz elemental puede ser de alguno de los tres tipos siguientes:

w diag(1,...,1,\1,...,1)con0 # X € C,
n Id+ /\El] con ¢ 7é j,
v Id — E; — Ej; + Ei; + Ej;, es decir, la matriz de la transposicion (i7).

Para la matriz del primer tipo, dado que A # 0, existe un un ntimero complejo z tal que
A = e” y podemos considerar o : [0, 1] = GL(n, C) definida por

o(t) = diag(1,...,1,e"*,1,...,1).

Esta curva verifica 0(0) = Id y o(1) es la matriz elemental que uno queria.

Para el segundo caso, tomamos o(¢) = Id + ¢\ y obtenemos otra curva con las propie-
dades analogas al punto anterior.

Para el tercer caso, podemos definir

1 0 0 0 0
0 cos(t) 0 sin(t) O
t)=10 0 1 0 0
0 sin(t) 0 —cos(t) 0
0 0 0 0 1

donde los ceros y unos se entienden como bloques. El determinante de esta matriz es siem-
pre —1 (ejercicio!) por lo tanto es inversible. Para ¢ = 0 tenemos la matriz elemental £ y para
t = m/2 obtenemos diag(1,...,1,—1,1,...), la matriz diagonal con un tinico —1. Por el caso



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 42

uno, existe otra curva p que une la matriz diagonal con la identidad. Concatenando y re-
parametrizando estas curvas, podemos encontrar una curva continua o : [0,1] — GL(n, C)
tal que 0(0) = Id y (1) sea la matriz elemental que uno desee.

En el caso general, si M = E; ... Ej, con E; elemental de alguno de los tres tipos, para
cada i encontramos una curva o; : [0, 1] = GL(n, C) tal que 0;(0) = Id y 0;(1) = E;, entonces
la curva

o(t)=o1(t)...ox(t)

es una curva continua que une la identidad con la matriz M. O

3.6. Grupos de Lie abelianos

Sea G un grupo de Lie abeliano y conexo y g su 4lgebra de Lie. Como g es abeliana
entonces exp : g — G no solo es sobreyectiva, sino que es morfismo de grupos, por lo
tanto G = g/Ker(exp). Al ser exp un difeomorfismo local, el ndcleo debe ser un subgrupo
discreto.

Ejercicio 3.13. Sea H un subgrupo discreto de R", entonces existe una base {vy,...,v,} de
R™ tal que H = (v; ... vy),. Como consecuencia, R"/H = T}, x R"*, el producto de un toro
k-dimensional con R**.

3.7. Ejercicios

1. Calcular las exponenciales de las matrices siguientes:

0 a a b 0 b a b a b nabeR
a0 )\oo0o)\oa)\oa)Y\0o —a )% .

2. Realizar el 4lgebra real g, no abeliana de dimensién dos, como subélgebra de matrices
reales de tamarfio 2 x 2. ;Qué subgrupo de GL(2,R) es exp(g)?

3. Sea b3 el algebra de Lie real de dimension tres con base x,y, z y corchetes [z,y] =
z, [r,z] = [y,z] = 0. Realizar esta dlgebra como subalgebra de Lie de matrices y
exponenciarla.

4. Lema de Hadamard. Consideremos A, B € gl(n,C) = C"" y ad4(B) = [4, B],
ad4 : gl(n,C) — gl(n,C). Como endomorfismo lineal, podemos considerar su expo-
nencial:

1 1
Wﬂm::3+m4m+§mﬁ&+§mﬂm+~-
1

1
Demuestre que
e*4(B) = e Be 4

Sugerencia: considere por un lado e’ *4(B) y por otro e Be~'4 y las derivadas suce-
sivas con respecto a ¢ en el cero.

5. Descomposiciéon polar. Denotemos por p(n) al conjunto de las matrices hermiticas
n x n, es decir p(n) = {p € C*™ : p = p*}. Recordemos que una matriz hermitica P
se dice positiva si (Pv,v) > 0 para todo v # 0.
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a) Demostrar que una matriz positiva (necesariamente diagonalizable) tiene todos
sus autovalores positivos y que existe un funcién biyectiva y continua log :
{matrices positivas} — {matrices hermiticas} tal que exp(log P) = P para toda
matriz positiva P. Sugerencia: diagonalizar.

b) Sea M € GL(n(C) y consideremos M*M. Demostrar que M*M es hermitica y
positiva, por lo tanto admite una tinica raiz cuadrada positiva que es un polino-
mio en M*M; denotemos P = VM*M yU = MP".

c) Demostrar que U es unitaria.

d) * [Chevalley] Demostrar que existe una biyeccién, que de hecho es un homeo-
morfismo de espacios topolégicos, cuya inversa es la descomposicion polar,

U(n) x p(n) = GL(n,C)
(U,p) — Ue

6. [Proposicién 1.143 de [Kn], pag. 116.]
Sea G C GL(n, C) un subgrupo cerrado definido por ceros de polinomios reales en las partes
reales e imaginarias de los coeficientes de las matrices y sea g su dlgebra de Lie. Supongamos
que G es estable por la operacion que a cada matriz le asigna su adjunta, entonces la aplicacion

(GNU(m)) x(gnpn) = G
(U,p) — Ue

es un homeomorfismo.

Utilizar este hecho para concluir que la cantidad de componentes conexas (més ge-
neralmente, el tipo de homotopia) de G esta en biyeccién con la cantidad de compo-
nentes conexas de G N U(n). Comprobar la siguiente tabla de intersecciones:

a) SL(n,R)NU(n) = S0O(n,R)

b) O(p,q¢,R)NU(n) = O(p,R) x O(q,R), en particular, por ejemplo O(1, 3, R) tiene
cuatro componentes conexas.

¢) SO(p,¢;R) NU(n) = S(O(p,R) x O(g, R))

d) SU(p,q) NU(n) = S(U(p) x U(q)), donde S(G) denota el subgrupo de G de los
elementos de determinante 1.

3.8. Representaciones

Sea G un grupo de Lie y V una representacién de G, es decir, un par (V,p) tal que
p: G — GL(V) es un homomorfismo de grupos de Lie. Si G es conexo, entonces G coincide
con el subgrupo generado por exp(g), cabe preguntarse el rol de g en V, como transfor-
maciones “infinitesimales” del grupo, es decir, como endomorfismos de V' tales que sus
exponenciales corresponden a automorfismos dados por elementos de G.

La manera concreta de construir una accion de g es considerar el diferencial en la iden-
tidad (recordar que p(1g) = Idy):

g = TG —ETuGL(V) = gl(V) = End(V)
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De esta manera obtenemos una transformacion lineal g — End (V). La propiedad que here-
da esta transformacion lineal por el hecho de ser el diferencial de un morfismo de grupos
(y no simplemente de una funcién diferenciable) proviene de un hecho general:

Proposicién 3.14. Sea p : G — H un morfismo de grupos de Lie, entonces su diferencial p, : g —
b es un morfismo de dlgebras de Lie.

Demostracién. Sean X,Y € g, 0,7 dos curvas en G que pasan por e; en t = 0 con derivada
X eY, respectivamente. Luego, p o oy p o 7 son dos curvas en H, sus derivadas son, por
definicién, p.(X)y p.(Y).

Si consideramos, para cada t, la curva Cy(s) = o(t)7(s)o(t)!, la derivada con respecto
asens=_0es

d(’:;is) - o(t)r(0)o(t) ™ = o(t)Yol(t)™

entonces podemos pensar en una nueva curva
c(t) =o(t)Yo(t)!

que toma valores en el espacio tangente de G, es decir,c: R — gy p,oc: R = b.
Como p es morfismo de grupos,

p(Cils) = p (o(O)7(s)a(t) ") = plo(t))p(7(s))p(a(t))

y su derivada con respectoa sen s = 0 es

b (100

Si derivamos ¢(t) respecto de t en cero obtenemos

= pu(e(t)) = plo(t))p(Y)p(a(t)) ™"

s=0

d(0) =0 (0)Yo(0) ' +0(0)Yo (0) = XY - YX
como ya habiamos calculado en algtin momento; si derivamos p.(c(t)) obtenemos
p([X,Y]) = pu(€(0)) = pu(e(t)) | =g

= p(a(t))'12o P(Y)p((0)) ™" + p(a(0)p(Y)p(a(t)™"],_,
= p:(X)p(Y) = pu(Y)pu(X) = [pu(X), p:(Y)]

3.9. Representaciones de algebras de Lie

Para un élgebra de Lie abstracta g (no necesariamente el espacio tangente de ningtin
grupo) y un espacio vectorial cualquiera V' (no necesariamente el espacio subyacente a la
representacion de ningtin grupo), se puede dar la definicién siguiente.

Definicién 3.15. Sea g un dlgebra de Lie y V' un espacio vectorial, diremos que V' es una
representacion de g o un g-médulo si se tiene un morfismo de algebras de Lie

p:g—gl(V)



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 45

En otras palabras, una representacion de un &lgebra de Lie g es una transformaciéon
lineal p : g — End(V') con la propiedad adicional

p([X,Y]) = pXpY — pY pX

para todo X,Y € g; asi definida, una representacién de g se denota por V o por (V, p). Dada
una representacion (V, p) de un élgebra de Lie g, una subrepresentacién de g es (W, p) con
W un subespacio de V' tal que p(g)(W) C W. Notar que de este modo, (I, p) resulta ella
misma una representacion de g.

Ejemplo 3.16. Sea g un 4lgebra de Lie sobre un cuerpo K.

1.

El espacio vectorial V' = K, con p = 0, se denomina la representacioén trivial: X (\) =0
VA € K. Notar que si V' es una representacion donde X (v) = 0 Vv, exponenciando a
X obtenemos ¢* (v) = v Vv € V.

. Sea V' = g como espacio vectorial y X (v) := adx(v) = [X, v]. La condicién de Jacobi

[X7 D/v Z]] + [Y7 [Z7 X]] + [Z7 [X7 Y“ =0
A [X7 [Y7 Z“ - [Y7 [X7 ZH = [[Xv Y]7Z]
& adyady — adyady = adx,y

dice que ad convierte a V' = g en una representacién de la misma g, que se denota por
g y se llama la representacion adjunta de g, como vimos en la seccion

. 5i V' 'y W son dos representaciones, I & IV es una representacién de manera natural

X(v,w) = (X(v), X (w))

De esta forma, la suma directa es asociativa (con isomorfismos de g-moédulos).

. Un morfismo de representaciones f : V' — W es una transformacién lineal tal que

X(f(v)) = f(X(v)) paratodo X € gyv € V.Si f es un morfismo de representaciones,
entonces Ker(f) es una subrepresentaciéon de V' e Im(f) es una subrepresentacién de
w.

. Si S es una subrepresentacién de V, entonces 1//S admite una estructura de g-médulo

natural, de hecho es la tinica que hace de la proyecciéon V' — V/S un morfismo de
representaciones.

Si V' y W son dos representaciones, entonces Hom(V, W) = Homg (V, W) es una repre-
sentacion a través de

(X ()W) = X(f(v)) = F(X(v))
Ejercicio: Verificar que efectivamente es una representacion!
Si V es una representacién, entonces V¢ = {v € V : X(v) = 0 VX € g} es una

subrepresentacién, denominada el espacio de los invariantes. En el ejemplo anterior,
Hom(V, W)® = Homg4(V, W), o sea, los invariantes son los morfismos de g-médulos.
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8.

10.

11.

12.

13.

Como caso particular del Hom, si V' es una representaciéon y tomamos K como la
representacion trivial, entonces /* es una representacion y la accion estad dada por

(X.¢)(v) = —p(X.v)

. SiV y W son dos espacios vectoriales, entonces VoW = V&, W es una representacion

con la accién
Xvew)=Xw)@w+ve X(w)

Ejercicio: Exponenciar esta accién y probar que eX (v @ w) = X (v) ® e* (w).

Con las acciones definidas antes, demostrar que si V' y W son dos representaciones y
dim V < oo, entonces
Hom(V,W) = V* o W

es un isomorfismo de g-moédulos.

Si V es una representacion, entonces S™(V'), los n-tensores simétricos y A"V los n-
tensores antisimétricos, son subrepresentaciones de V™.

Sibh C gesun subespacio, entonces h) es un ideal si y s6lo si es una subrepresentacion
de g,

Demuestre que 3(g) = (g*)s.
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4. Algebras de Lie nilpotentes y solubles

4.1. Sucesion de conmutadores de g: serie derivada y serie central

La sucesion de conmutadores de g o serie derivada de g es la sucesién de ideales definidos
recursivamente por

g°=g, g =lg.glyparacadaj>1, ¢t =g/ ¢

Se obtiene la sucesion descendente
g=¢"2¢'2---2¢ '2¢D...

Por induccién se prueba que cada g’ es un ideal de g como consecuencia de la proposicién
Se dice que g es soluble si g/ = ( para algun j.

Notar que, si 0 # g es soluble, entonces admite un ideal abeliano no nulo, a saber, el Gltimo
g’ no nulo de la cadena de conmutadores.

La sucesion central descendente de g es la sucesion de ideales definidos recursivamente
por
go=9, 01=[gglyparacadaj>1, g1 :=[g,9]
Se obtiene la sucesion descendente

g=002012 " 2¢-129;2 ...

Por induccién se prueba que cada g, es un ideal de g como consecuencia de la proposicién
Se dice que g es nilpotente si g; = 0 para algun j.

Notar que, si 0 # g es nilpotente, entonces el centro de g es no trivial; en efecto, el tltimo
g; no nulo de la cadena central esta contenido en el centro de g.

Por induccién se ve que para todo j, g/ C g;; entonces si g es nilpotente, g es soluble.

Ejemplo 4.1. El 4dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensién tres,

0 a b
b3 = 0 0 ¢ |:abceR
0 00

estd generada por elementos z, z,y donde

0 01 010 000
z=100O0],2:=1000|,y=1001
000 000 0 00

b

con la estructura [z, z] = [z,y] = 0; [z, y] = 2; h3 es un dlgebra de Lie real de dimensién tres,
nilpotente, no abeliana. En efecto, [h3, h3] =R - z = Z(b3).

El dlgebra de Lie de dimension tres t3 5, con A = 1, definida en el ejemploes soluble,
no nilpotente. En efecto, en este caso g* = [g,9] =< z,y >; g°> = [g', g'] = 0. Sin embargo,
g1 = [9,9] =< z,y > pero g2 = [g,01] =< 2,y >= g;, de decir que la cadena central
descendente se estabiliza y nunca llega a cero.
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Ejemplo 4.2. El dlgebra de Lie de las matrices triangulares superiores
s ={Ae€gl(n,K): A, =0paratodoi > j}
es soluble. El dlgebra de Lie de las matrices triangulares superiores estrictas
n={Aecgl(n,K):A; =0paratodoi > j}
es nilpotente. En efecto, esto se prueba observando que
n= g8 k= (8 By k) =a

dondeg, = © gEij Ky [ge, 0] C Gegi-
Jj—i=
Proposicién 4.3. Toda subdlgebra y todo cociente de un dlgebra de Lie soluble (respectivamente,
nilpotente) es soluble (respectivamente, nilpotente).

Demostracion. Sea h una subdlgebra de Lie de un 4lgebra de Lie soluble g, entonces para
los ideales de la cadena de conmutadores obtenemos por induccién que h? C g’ para todo
j. Dado que g es soluble, existe un j tal que g’ = 0, pero entonces )/ C g’ = 0, es decir que
b es soluble.

Sea 7 : g — [un epimorfismo de algebras de Lie, entonces 7 (g) = 'y n(g’) = V para
todo j; en efecto, es claro que 7(g) = [ = [° y si, por hipétesis inductiva, 7(g7) = I/, entonces

g+ — [[j’ [j] _ [ﬂ(gj),ﬂ(gj)] — W[gj,gj] = ﬂ(gj+1)

Por lo tanto, si g/ = 0 para algun j, entonces I = 0, es decir que [ es soluble. En particular,
si J es un ideal de un algebra de Lie soluble g y [ := g/J, lo anterior implica que [ es soluble.

Las demostraciones para el caso nilpotente son completamente analogas y se dejan co-
mo ejercicio. O

Proposicion 4.4. Sea g un dlgebra de Lie sobre K y a un ideal de g tal que g/a y a son solubles,
entonces g es soluble.

Demostracién. Dado que g/a es soluble, existe un j tal que (g/a)’ = 0.Seaw : g — g/ala
proyeccioén al cociente, sabemos que

(g/a) = 7(g)’ = =(¢’)

luego g’ C ker(m) = a. Por otra parte, dado que a es soluble, a* = 0 para algtn k, entonces
g/tk = (g/)* C a* = 0. Por lo tanto, g es soluble. O

Para el caso nilpotente, se tiene la siguiente proposicién, cuya demostracion se deja
como ejercicio:

Proposicion 4.5. Si g/n es nilpotente, con n un subespacio de 3(g), entonces g nilpotente.
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4.2. El radical

Proposicién 4.6. Toda dlgebra de Lie g sobre K admite un tinico ideal soluble maximal. Este ideal
se llama el radical soluble de g y se denota por rad(g).

Demostracién. Es suficiente demostrar que si a y b son ideales solubles de g entonces a + b
es un ideal soluble: se define
rad(g) = Y O

7 soluble

Sean a y b ideales solubles de g y sea J := a + b; sabemos que J es un ideal en virtud de la
proposicién Veamos que es soluble. Por el Segundo Teorema de Isomorfimos

J/a=(a+b)/a=b/anb

En virtud de la proposicién 4.4} concluimos que J es soluble pues a es soluble y b/a N b es
soluble por la proposicién O

Definicién 4.7. Un &lgebra de Lie g de dimensién finita sobre un cuerpo K se dice simple
si g # 0, g es no abeliana y g no admite ideales propios (es decir que los tnicos ideales de g
son el ideal nulo y g).

Un 4lgebra de Lie g de dimensién finita sobre un cuerpo K se dice semisimple si g # 0
no admite ideales solubles no nulos, es decir, si rad(g) = 0.

Proposicién 4.8. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo K, entonces
1. Sigessimple, [g,9] = g.
2. Si g es simple, g es semisimple.
3. Si g es semisimple, su centro es trivial.
Demostracion. 1. Sea g simple, entonces [g, g] # 0 pues g es no abeliana; pero [g, g] es un
ideal de g, luego [g, g] = g.

2. Si g es simple, el rad(g) es un ideal que es cero o bien igual a todo g. Si rad(g) = 0,
g es semisimple. Si rad(g) = g, entonces g es soluble y necesariamente la cadena
de conmutadores de g debe descender; por lo tanto, [g, g] # g, lo cual contradice la
simplicidad de g. Concluimos que debe ser rad(g) = 0.

3. El centro de g es un ideal abeliano, en particular, soluble. Por lo tanto, 3 C rad(g) =0
si g es semisimple.
N

Proposicion 4.9. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo K, entonces g/rad(g)
es semisimple.

Demostracion. Sea m : g — g/rad(g) la proyeccién al cociente; si h C g/rad(g) es un ideal
soluble, entonces a := 7'(h) es un ideal soluble de g pues a/rad(g) = b (proposicion 4.4).
Por lo tanto, a C rad(g) y concluimos que h = 7(a) = 0. O

Ejemplo 4.10. Toda 4lgebra de Lie de dimensién 1 6 2 es soluble. Si g es un algebra de Lie
de dimensién 3 entonces g es o bien simple o bien soluble.
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Demostracién. Si g es un dlgebra de Lie de dimensién 1, g es abeliana, en particular es solu-
ble. Si dim g = 2 y g no es abeliana, entonces es isomorfa al algebra de Lie con generadores
x ey y corchete [z,y] = z, que es soluble.

Sidim g = 3y g no es simple, entonces existe un ideal propio h. La dimensién de h es 1
6 2, luego h es soluble y dim(g/h) también es 1 6 2, por lo tanto g/h también es soluble. Por
la proposicién [4.4) concluimos que g es soluble. O

Ejemplo 4.11. sl(2,R) y su(2) son algebras de Lie reales simples de dimensién 3, no iso-
morfas entre si. Sobre C se tiene sl(2, R) ®r C = s((2,C) = su(2) ®g C, la tinica algebra de
Lie simple compleja de dimensién 3, salvo isomorfismo.

Ejercicio 4.12. Probar que s((2, K) es simple para todo cuerpo de caracteristica distinta de
2. Si ch(K) = 2, sl(2,K) es nilpotente.

Teorema 4.13. Un dlgebra de Lie g de dimension n sobre un cuerpo K es soluble si y sélo si existe
una sucesion de subdlgebras de Lie de la forma

g=022m 2002 20,1 20a,=0
tal que cada a; 1, es un ideal en a; y dim(a;/a; 1) = 1.

Demostracién. (=) Si g es un algebra de Lie soluble, existe una sucesiéon de subélgebras
de la forma

Para cada par g* D g"*! tal que dim(g*/g*™!) > 2 interpolemos subespacios a} en la suce-
sion de modo tal que
g oa"DakD... D gt

y dim(a¥/af, ;) = 1. Los subespacios g, resultan subalgebras pues [a;, a;] C [g*, g¥] C gF*! C
a;; ademas, cada a,,; es un ideal en a; pues [a;, a;11] C [g¥, ¢"] C g""! C a;py.
(<=) Supongamos que en g existe una sucesioén de subdlgebras de Lie de la forma

g=a 2202002220, 120a,=0

con las propiedades del enunciado. Consideremos la sucesiéon de commutadores de g; vea-
mos por induccién que g* C a; para cada k.
Sea 1}, € a;, tal que a; = Ky & akyq; por construccion, gy = g = ao, luego

91 = [979] = [ao, ao] = [Kxo @ ay, Kzg @ al] = [Kx(b al] + [ah Cll] Com

Por induccién, se prueba que cada g" C a para cada 0 < k < n. Finalmente, dado que
a, = 0, obtenemos que g” = 0; por lo tanto, g es soluble.
O

4.3. Teorema de Lie

Teorema 4.14. [Lie] Sea g un dlgebra de Lie soluble, 0 # V un K-espacio vectorial de dimension
finita y sea ™ : g — glxgV una representacion de g. Si K es algebraicamente cerrado, entonces
existe un autovector comiin 0 # v € V a todo w(x) con x € g. Mds generalmente, si K no es
algebraicamente cerrado pero para todo = € g, w(x) tiene todos sus autovalores en K, la misma
conclusion es vdlida.
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Demostraciéon. Cambiando g por p(g) podemos suponer (y supondremos) que g es una
subélgebra de Lie de matrices.

La demostracion procede por induccién en la dimensién de g. Sidim g = 0 6 1 el teorema
es claramente valido.

Sea h un ideal de codimension 1. Tal ideal existe porque dim|[g, g] < dim g; si [g, g] tuviera
codimension uno, servirfa como b; si no, dado que todo subespacio que contiene a [g, g| es
un ideal, tomemos uno cualquiera de codimensién 1y escribamos g = h @ kz para algin
T € g.

Por hipétesis inductiva, existe 0 # vy € V tal que hvy = A(h)vy para todo h € h. Sea
S ={v eV :hv=Ah)vVh € h}, entonces S es un subespacio no nulo pues v, € S.

Dado que z € g, [z, h]| € b, luego,siv € 5,

h(zv) = hav — xhv + zhv = [h, z]v + zhv = X([h, z])v + z(A(h)v) = A([h, x])v + A(h)x(v)

Si probamos que A([h, z]) = 0, habremos demostrado que zv € S. Supongamos por un
instante demostrado ésto. En ese caso, como z|s es un endomorfismo de S, tiene por lo
menos un autovector v; € S; este autovector sirve.

Probemos ahora que A([h, z]) = 0 para todo h € . Sea 0 # v € S fijo y n el menor entero
tal que {v, zv, z%v, ..., 2" 'v} es linealmente independiente. Sea W; el subespacio generado
por {v,av,2%v,...z'v}. Para todo h € b,

ha'v = hxx''v — zha'™ v + zha' v = [h, 2]a" v + zha' v

Un argumento inductivo nos muestra que ha'v = A\(h)z‘v+ combinaciones lineales de los
x’v con j < i. Si escribimos la matriz de la accién de h en W = (v)  obtenemos

A(h) % *
0  Xh *
" ®
0 0 Ah)

Tomando traza:
nA(h) = trw (h|w)
Como |h, z] € b, también vale la formula para [k, z]. Dado que tanto h como x actian en WV,
tenemos que
nA([h, 2]) = trw ((h, 2llw) = trw ([hlw, 2lw]) = 0
pues tr(AB — BA) = 0. Concluimos que A([h, z]) = 0 para todo h € h como queriamos. [

Corolario 4.15. Sean g, V, ™ y K como en el teorema de Lie, entonces existe una base de V' tal que
todas las matrices de 7(x), x € g, son triangulares superiores.

Demostracion. Por inducciéon en la dimension, usando el teorema de Lie. Si 0 # v; un au-
tovector comtin a todos los 7(z), z € g, entonces Kv; es una subrepresentacion. Conside-
remos la representacién V/Kuv; y apliquémosle la hipétesis inductiva. Tomemos una base
{va,...,7,} de V/Kuvy, de la cual se obtiene una base {vy,vs,...,v,} de V que tiene las
propiedades requeridas. O

El siguiente resultado se enuncia por la importancia que reviste, aunque omitiremos su
demostracion, que se puede encontrar en [Kn].

Teorema 4.16. Descomposicién de Levi. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre
un cuerpo de caracteristica cero, entonces existe una subdlgebra de Lie semisimple s tal que g =
rad(g) Xs.
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4.4. Teorema de Engel
Para algebras de Lie nilpotentes se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.17. [Engel] Sea 0 # V un K espacio vectorial y sea g C Endy (V') una subdlgebra de
Lie de endomorfismos nilpotentes de V, entonces

1. ges un dlgebra de Lie nilpotente.
2. Existe 0 # v € V tal que xv = 0 para todo x € g.

3. Existe una base B de V' tal que la matriz de x en la base B es triangular superior estricta para
todo x € g.

Antes de demostrar el teorema, demostraremos algunos resultados previos, que tienen
interés en si mismos.

Observacion 4.18. El reciproco es facilmente cierto, pues si g" = 0 entonces [z, [x2, [. . . [£,—
1,z,]...] = 0 para toda upla z, ..., z,, en particular para =, z,z,z,...,z,y para todo z,y,
es decir ad’(y) = 0 para todo .

Lema 4.19. Si x € gl(V) es un endomorfismo nilpotente, entonces [x,—] : gl(V) — gl(V) es
nilpotente.

Demostracién. Si en un anillo A dos elementos a y b son nilpotentes y ab = ba entonces
a — b es nilpotente ya que vale la férmula del binomio de Newton. Podemos considerar
A = End(gl(V)), a : gl(V) — gl(V) dada por a(f) = «f y b : gl(V) — gl(V) dada por
b(f) = fx. Es claro que a y b son nilpotentes y que ab = ba. O

Teorema 4.20. Sea g una subdlgebra de Lie de gl(V'), V de dimensién finita y g consiste de endo-
morfismos nilpotentes, entonces existe v € V' tal que xv = 0 para todo x € g.

Demostracién. Es similar al teorema de Lie; la demostraciéon procede por induccién en la
dimensién de g. Busquemos primero un ideal de codimensién uno. Sea h una subélgebra
propia cualquiera (por ejemplo, de dimensién uno!), h actia de manera nilpotente via ad,
en g y también en g/h. Por hipétesis inductiva, existe 7 € g/h tal que ad,(Z) = 0 para todo
h € b. Es decir, existe x € g\ h tal que [h, z] € h para todo h € b.

Lo que acabamos de probar muestra que podemos encontrar una subéalgebra méas gran-
de 6 = b @ kx de manera que h es un ideal en H Si repetimos este proceso una cantidad
suficiente de veces, terminamos con g y la etapa anterior provee de un ideal de codimen-
siéon uno, que llamamos h. Escribamos g = h & k.

Ahora consideremos S = {v € V' : hv = OVh € b}, que por hipétesis inductiva es no
nulo. Por otra parte, siv € V

hxv = hxv — 0 = hzv — zhv = [h,z]v =0

pues [h, z] € h. Por lo tanto xS C S. Dado que z es nilpotente en S, tiene nticleo no trivial;
sea s # 0 un vector de S en el nticleo de z, entonces s satisface la propiedad del enunciado.
O

Corolario 4.21. Sea g una subilgebra de Lie de End(V'), con dimV < oo, y g consistente de
endomorfismos nilpotentes, entonces existe una base de V' tal que las matrices de los elementos de g
son triangulares superiores estrictas. En particular, g resulta nilpotente como dlgebra de Lie.
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Demostracién. Sea 0 # v, € V tal que xv; = 0 para todo elemento = € gy V; el subespacio
generado por v;; Entonces gV, C Vj, es decir, V; es una subrepresentacion. Consideremos
7 :V = V/Vi = Vy g actuando en V. Por hipétesis inductiva en la dimensién de V,
existe una base 0y, ..., 7, de V con la propiedad requerida. Si tomamos el conjunto B =
{v1,...,v,} de V tal que 7(v;) = v;, para i = 2,...,n, entonces B funciona como la base
requerida. O

Teorema 4.22 (Engel). Si todo elemento ad,, € End(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

Demostraciéon. Consideremos ad : g — End(g) definida por = — ad, = [z, —], que es un mor-
tismo de algebras de Lie y, por hipétesis, suimagen consiste de endomorfismos nilpotentes;
por el teorema anterior resulta isomorfa a una subélgebra de Lie de matrices triangulares
estrictas, luego es nilpotente como algebra de Lie. Pero Im(ad) = g/Ker(ad) = g/(39), luego
g es nilpotente, como consecuencia de la proposicion [4.5] O

5. Laforma de Killing

Sea g un algebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo cualquiera K y considere-
mos V = g*! la representacion adjunta como se defini6 en la seccion[2.6] es decir, para cada
x € g,ad, = [x,—]: g — g es un endomorfismo de g.

Recordemos que para todo z,y, z € g tenemos

(adwady B adyadﬁ)(z) = [I, [y7 ZH o [y7 [:C7 Z“
que por la identidad de Jacobi es igual a
[[1:7 y]v Z] = ad[:c,y](z)

Por lo tanto, ad,ad, — ad,ad, = ad[,,, es decir que ad : g — gl(g) es un homomorfis-

mo de algebras de Lie. En otras palabras, ad define efectivamente una representacion, la

representacion adjunta de g, definida en la secciéon que denotamos por V = g*d.
Definimos la forma de Killing de g como la forma bilineal s : g x g — K dada por

k(x,y) = tr(ad, - ady)

donde ad,, ad, estan pensados como endomorfismos de g y la traza se calcula de la manera
usual.

Ejemplo 5.1. Sea el dlgebra de Lie g dada por
t 0 a
g:= 0t b |:ta,beR
000
Si llamamos
1 00 0 01 000
z=(010], z=[00O0], y=1001
000 000 000
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entonces B = {:c y,z} es una base de g, los corchetes estdn determinados por [z, z] =

z, [z,y] = v, = 0. En la base B, la transformacion lineal [z, —] = ad, tiene matriz
100 00 -1
0 1 0 |,latransformacion lineal ad, = [z, —| tienematriz | 0 0 0 y finalmente
000 00 O

0 0 O

ad, = [y, —| tlenematriz | 0 0 —1 |.De esto se sigue
00 0
K(z,2) =2,

0=r(z,7) =k, 2) = K(2,y) = Ky, 2) = k(z,2) = K(2,y) = K(y,7) = K(Y, V)

5.1. Propiedades de la forma de Killing

Proposicién 5.2. Sea g un dlgebra de Lie y sea « la forma de Killing de g, entonces k verifica las
siguientes propiedades:

1. Essimétrica: k(z,y) = k(y, x) para todo x,y € g.
2. Es invariante por la accion adjunta: k([x,y], z) = k(x, [y, z]) para todo x,y, z € g.

3. Es invariante por isomorfismos de dlgebras de Lie, es decir, si ¢ : g — b es un isomorfismo de
dlgebras de Lie, entonces kqy(x,y) = ry(p(2), ¢(y)), donde escribimos kg y Ky las formas de
Killing de las dlgebras de Lie g y b, respectivamente.

4. Extiende escalares: Si E es una extension de cuerpos de K, u un dlgebra de Lie sobre K,
consideremos g = [E @k u como dlgebra de Lie sobre IE con el corchete definido por

@z, peyl =\ [z,

para todo A\, ;n € E, x,y € u y se extiende K-bilinealmente, entonces ky(A @ x,u @ y) =
Mt ® ky(z,y), donde escribimos kg y ky las formas de Killing de g y u, respectivamente.

Demostracién. 1. Para cualquier par de endomorfismos f,g : V — V vale tr(fg) = tr(gf);

en particular
k(z,y) = tr(ad,ad,) = tr(ad,ad,) = x(y, z)

2. Calculemos ambos miembros de la igualdad a demostrar: el miembro izquierdo es
k([z,y], 2) = tr(ad yad,) = tr((ad,ad, — adyad,)ad.) = tr(ad,adyad;) — tr(ad,ad,ad.)
Por otra parte, el miembro derecho es
rk(z, |y, 2]) = tr(ad,ady, ) = tr(ad,(adyad, — ad.ady)) = tr(ad,adyad,) — tr(ad,ad.ad,)

Si comparamos las dos expresiones, los términos que suman son idénticos; para los térmi-
nos que restan utilizamos la propiedad ciclica de la traza:

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA)

Por lo tanto, vale la igualdad.
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3. Tomemos {z1,...,z,} una base de g y para h tomemos la base {¢(x1),...,¢(z,)}. Si
calculamos [z;, z;] = 3, al;xy, dado que ¢ es un morfismo de Lie

O([zi, 2;]) = [d(x:), ¢(x;)]

por lo tanto

k
[p(2:), ¢()] = Zaij €9
k

Es decir, las constantes de esctructura son idénticas para esa elecciéon de bases, luego la
matriz de ad, en la base B coincide con la matriz de ad,(,) en la base ¢(B) para todo z,y € g,
de lo cual se obtiene que las trazas tr(ad,ad,) y tr(ads,adgs,) son iguales, pues son trazas de
productos de matrices iguales.

4. Aqui notemos que si {z1, ... x,} es una base de u como K-espacio vectorial, entonces
{I1®x,...,1®x,} esunabase de g = £ ®xu como E-espacio vectorial. La cuenta es similar
a (3), utilizando estas bases. O]

5.2. Laforma de Killing de s[(2,R) y otros ejemplos

Ejemplo 5.3. s[(2,R) es el dlgebra de Lie real con generadores

(01 p_ (10 (00
“\oo) ""\o-1) Y7 \L10)

los corchetes estan dados por [h,z] = 2z, [h,y] = —2y, [z,y] = h. Las matrices en la base
{z,h,y} de ad,, ad,, ad, son

0 -2 0 2 0 0 0 00
ad,=(1 0 0 1], ady=10 0 0 , ady=1| -1 0 O
0 0 0 00 =2 0 20

La tabla para la forma de Killing es
r(h,h) =8, Kz, x) =0, r(y,y) =0

k(h,x) =0, k(h,y)=0, k(z,y)=4

Es decir, la matriz de la forma bilineal en esta base es

= O O
S oo O
S O =

Notemos que sl(2, R) admite el automorfismo x <+ y, h <+ —h, por lo tanto de antemano
sabemos que tiene que valer x(z,x) = k(y,y) y k(h,z) = —k(h,y), lo que reduce un poco
los calculos. También vemos en la matriz que ad, (y por lo tanto ad,) es nilpotente y en
consecuencia su cuadrado también lo es; por lo tanto tienen traza cero, es decir x(z, z) = 0.
Resulta claro de la expresion matricial de ad;, que «(h, h) = 8. Queda entonces de ejercicio
calcular efectivamente x(h, z) y k(x, y).

Si calculamos la forma de Killing de s((2,C) como élgebra de Lie compleja, podemos
utilizar nuevamente la base {z, h,y} y obtenemos el mismo resultado.
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Ejemplo 5.4. Si tenemos un &dlgebra abeliana, claramente su forma de Killing es idéntica-
mente nula, pero gracias al teorema de Engel podemos decir lo mismo para las élgebras
nilpotentes. En efecto, si n un algebra de Lie nilpotente, entonces todo =z € n acttia ad-
nilpotentemente, y por lo tanto (consecuencia de Engel) existe una base de n en donde
las matrices de ad, son todas triangulares superiores estrictas. En consecuencia ad, o ad,
tambien es triangular superior estricta y por lo tanto tiene traza cero.

La codiciéon de tener forma de Killing nula no implica solubilidad (por el criterio de
Cartan) pero no necesariamente implica nilpotencia, como lo muestra el siguiente caso:

Ejemplo 5.5. Sea k un cuerpo, i € k, y definimos el dlgebra de Lie de dimensién 3 g(u)
como el dlgebra de Lie con base z,y, D y corchete determinado por

[xay] = 0
[D,x] = =
[D.y] = ny

00 -1 00 O 100
ad, =0 0 0 |,ady=(0 0 —p]),adp={0 pu O
00 O 00 0 0 0 0

De esta forma vemos que
k(z,x) = k(z,y) = k(y,y) = k(D,z) = K(D,y) =0

pero
k(D,D) =1+ u?

Si estamos sobre los complejos, podemos timar ;1 = ¢ y obtener una forma de Killing trivial,
atn cuando tenemos un algebra soluble, no nilpotente.

5.3. Ejercicios

1. Calcular la forma de Killing para el dlgebra de Lie no abeliana de dimensién dos.

0 t a
2. Calcular la forma de Killing de g = —t 0 b | :t,a,b € R} yver que es semi-
0 00
definida negativa.
t 0 a
Calcular la forma de Killing de g = 0 t b |:tabeR ;. Utilizar este calculo
000

para demostrar que éstas dos algebras son no isomorfas. ;Sus complexificaciones son
isomorfas? (es decir, considerando a ¢, a, b € C).

3. Calcular la forma de Killing para las dos algebras de Lie reales siguientes: el 4dlgebra
de Heisenberg de dimensién tres definida por h; = R(x,y, z) con corchetes en ele-
mentos de la base dados por [z,y] = z, [z,2] = [y, 2] = 0; y el dlgebra g\ = R(h, z,y)
con [z,y] =0, [h,z| = Az, [h,y] =v.
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4. Sea su(2) el algebra de Lie real con base u, v, w tal que [u,v] = w, [v,w] = u, [w,u] =
v. Mostrar que la permutacién ciclica v — v — w — u es un automorfismo del
algebra de Lie. Calcular s6lo x(u, u) y despejar los demads valores de « a partir de sus
propiedades de invarianza. Mostrar que « es definida negativa y por lo tanto su(2)
no puede ser isomorfa a sl(2, R). Sin embargo, sus complexificaciones son isomorfas.

5. Sea® : gxgxg — kdefinida por ©(z,y, z) := k([z,y], z). Mostrar que es alternada, i.e.
O(z1, 2, 23) = (—1)70(2(1), To(2), To(3)), € invariante, i.e. O([t, x|, y, 2) + O (z, [t,y], 2) +
O(x,y,[t,2]) = 0paratodot,z,y, 2 € g.

6. El Casimir. Supongamos que g es tal que su forma de Killing es no degenerada. Sea
T1,...,2, una base de gy sea x',..., 2" la base dual con respecto a Killing, es decir,
z',..., 2" son elementos de g que verifican «(z;, 77) = §! (;por qué estan bien defini-

dos? ;por qué forman una base de g?). Sea V una representaciéon de g y consideremos

la transformacioén lineal w : V' — V' dada por
v = w(v) ::in'xim

a) Demuestre que w no depende de la base elegida. Este endomorfismo se denomi-
na Casimir.

b) Demuestre que w es un morfismo de representaciones, es decir, para todo x € g,
w(z.w) = z.wv).

c) Calcule el Casimir para s[(2,R) y para su(2).

d) Sea D, = z9,, D, = yd, vistos como endomorfismos de C*(R?). Calcular D, =
|D,., D,]. Verificar que [Dy, D,] = 2D, y [Dy,, D,] = —2D,. Concluir que C*°(R?)
es una representacioén de s((2,R) con p = D. Calcular el operador diferencial
asociado al Casimir.

e) Sean Dy = y0, — 20,, Dy = 20, — 20, y D3 = x0, — y0,, vistos como endomor-
fismos de C*°(R?). Calcular [D;, D,] y verificar que D es una representacion de
un algebra de Lie de dimensioén tres conocida, ;de qué algebra de Lie se trata?
Calcular el operador de Casimir asociado.

7. Lema de Schur. Sea V una representacién simple de dimensioén finita de g, es decir, si
S C V es una subrepresentacion, entonces S =06 .S = V. Muestre quesi f : V — V
es un morfismo de representacién, entonces f = 06 f es un isomorfismo. Si ademas el
algebra de Lie es compleja y la representacion es compleja, entonces f es un multiplo
de la identidad. Sugerencia: considerar S el subespacio de autovectores de algiin autovalor de
f. Concluir que el Casimir acttia por multiplos escalares en representaciones simples
complejas, donde el escalar depende de la representacion.

5.4. Criterios de Cartan

Sea g un algebra de Lie reductiva y consideremos V' = g*! la representacioén adjunta.
Supongamos que estamos en caracteristica cero y sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do, de esta forma es valido el teorema de Lie que nos dice que, para una eleccién adecuada
de bases, la imagen de la adjunta estd contenida en la subalgebra de matrices triangula-
res superiores. Podemos ver claramente que entonces [g, g], via ad se mapea en matrices
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triangulares superiores estrictas (en particular la imagen por ad de [g, g] es nilpotente). Pe-
ro ademas, si A es una matriz triangular superior y B es una matriz triangular superior
estrica, entonces AB es triangular superior estricta y en consecuencia tr(AB) = 0.

Este argumento es la demostracién de que (en caracteristica cero) si g es soluble, enton-
ces (g, [g, g]) = 0. Los siguientes criterios, llamados criterios de Cartan, nos dicen que esta
propiedad caracteriza completamente a las solubles, y nos permite a su vez caracterizar a
las semisimples en términos de la forma de Killing:

Teorema 5.6. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre K = R 6 C.
a) Criterio de solubilidad de Cartan: g es soluble si y sélo si k(g, [g, g]) = 0.
b) Criterio de semisimplicidad de Cartan: g es semisimple si y s6lo si k es no degenerada.

Demostraciéon. Omitimos la prueba del item 4, que se encuentra por ejemplo en [Knl.
Probaremos b) utilizando a). Veamos primero que el rad(x) C rad(g), donde rad(x) =
{zr € g: k(z,y) =0 para todo y € g} es el radical de la forma de Killing.
Dado que « es invariante por ad, rad(x) es un ideal; en efecto, para todo » € rad(x) y
paratodoy,z € g

rllz,yl, 2) = ke, [y, 2]) = 0

entonces [z, y| € rad(x). Mdas atn, la cuenta anterior para z, y, z € rad(x) muestra que rad(x)
es un ideal soluble por el criterio de solubilidad de la parte a. En particular, obtenemos que
rad(k) C rad(g). A continuacién, comprobemos la equivalencia.

(=) Si g es semisimple, 0 = rad(g) D rad(x), por lo tanto x es no degenerada.

(<) Si g no fuera semisimple, rad(g) # 0y g admitirfa un ideal abeliano a # 0. En efecto,
la cadena descendente de conmutadores del radical rad(g) consiste de ideales de g (dado
que [a, b] es un ideal de g si a y b lo son) y el tltimo rad(g)’ no nulo es un ideal abeliano
de rad(g)’ y también de g; llamémoslo a. Veamos que a C rad(x). Sean x € a,y € gy
consideremos el endomorfismo 7" = ad,ad,.

Dado que aesideal y z € a, T(z) = [z,]y, 2]] € a para todo z € g; como ademas a es

abeliano,
ca
() = [%,[§.7(2)] | =0
ca

-

€la,a]=0

J/

para todo z € g. Obtenemos que 7" es nilpotente; en consecuencia su traza es cero y esto
dice que
0 = tr(ad,ad,) = k(z,y)

paratodoz € aey € g; porlotanto, 0 # a C rad(x) lo cual implica que « es degenerada. [

Corolario 5.7. Sea g un dlgebra de Lie compleja.
a) Si go es una forma real de g entonces g, es semisimple si y sélo si g es semisimple.

b) g es semisimple si y sélo si g* es semisimple, donde g® es la realificacion de g, es decir, g
considerada como dlgebra de Lie real.

Demostracion. a) es consecuencia inmediata del criterio de semisimplicidad de Cartan.
b) se obtiene luego de probar que kg = 2Re k. O
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Teorema 5.8. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre K = R 6 C, entonces g es semisimple
si y solo si

§=01D - Donm
donde cada componente es una subdlgebra de Lie simple y un ideal en g. En este caso, la descompo-

sicion es tinica, salvo isomorfismo y el orden de las componentes simples, y los tinicos ideales de g
son suma de algunos de los g;.

Demostracion. (<) Supongamos queg=g1D--- D gy Seap; : g — g; la proyeccion; sea J
un ideal de g y sea J; := p;(J) entonces J; es un ideal de g; pues paratodoz € g, z; € g;

piz, x| = pi[z, 2] € pi(3) =T,

Dado que g; es simple, J; es o bien el ideal nulo o bien J; = g;. En el dltimo caso, g; C J
dado que [g;, 9;] = g;; en efecto

~

gi = [9:, 0] = [9:,2:(T)] C [9:,3] C [9,T] C T

Por lo tanto, dado que g = P"'g;
=1

Q
| |

(@g@) -G one- e

con lo cual queda probada la unicidad y la estructura de los ideales. Ademads,

jv j @gu @g] = @ i gz @gz

9;CJT  g;CT 9;CJ 9:CJ

por lo cual el ideal J no es un ideal soluble, salvo que sea cero. Por lo tanto, g es semisimple.

(=) Sea g un 4lgebra de Lie semisimple; si g no es simple, admite un ideal propio
minimal 0 # J C g. Este ideal no es abeliano pues g no contiene ideales solubles. La
prueba procede por induccién global en la dimensién. Debemos probar que J es simple y
que admite un complemento directo semisimple. Sea 3+ := {z € g : x(z,y) = 0Vy € T};
este subespacio es un ideal porque J es un ideal y « es ad-invariante. Dado que « es no
degenerada,

dim(3) + dim(3*) = dim(g)

Por lo tanto, para probar que J & J+ = g, es suficiente demostrar que J N J+ = 0. Para ésto,
necesitamos el siguiente resultado.

Lema 5.9. Sea J un ideal en un dlgebra de Lie g, entonces ky = Kq|3x3.

Demostracién. Sea By = {vy, - - - v} una base de J que extendemos a una base de g:

B:{Ula"'vka Uk+17'.'/0n}
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Dado que [g,J] C J, para cada x € J la matriz de ad, en la base B es de la forma

ayp o Qg | Q141 0 Qin
ad. — g1 - Ok | Qgk+1 " Qkn _ adz‘ﬁ *
x 0o --- 0 0 e 0 0 0
0o --- 0 0 - 0

Es decir, una matriz en bloques. Si y es otro elemento del ideal, su matriz es de la misma
forma y el producto puede realizarse en bloques:

adzad, = < adx|30ady|3 ; >

En consecuencia, la traza de ad,ad, coincide con la traza de ad,|;ad, |5, que es por definicién
Ry (Z)ﬁ', y) . O

Volviendo a la demostracién del teorema, el ideal J N J* verifica k(3N JH,I3NJ4) =0,
por lo tanto J N 3+ es soluble. Dado que g semisimple, su tnico ideal soluble es el ideal
nulo, por lo tanto 3 N I+ = 0 como queriamos probar.

Para concluir con la induccién debemos mostrar que J es simple y que J* es semisim-
ple. Dado que g = J & J%, si a es un ideal de J entonces también es un ideal de g. Por
minimalidad J no tiene ideales propios, luego J es simple. Por el mismo argumento, todo
ideal de J* resulta ideal de g. Mé&s atin, si a es un ideal soluble de J* entonces a es un ideal
soluble de g. Por lo tanto, a = 0 y el ideal J* resulta semisimple. O

Corolario 5.10. Sea g un dlgebra de Lie semisimple, entonces g = [g, g]. Si J es un ideal cualquiera
de g, entonces J*+ también es un ideal degy g = J & J+.

Teorema 5.11. Sea g un dlgebra de Lie semisimple, entonces ad(g) = Der(g), es decir, toda deriva-
cion de g es interior.

Demostraciéon. Dado que g un algebra de Lie semisimple, 3(g) = 0, y dado que g/3(g) =
InDer(g) (ejercicio2.17), y que InDer(g) es una subélgebra de Der(g), la aplicacién ad : g —
Der(g) es inyectiva y suimagen m := ad(g) es isomorfa a g. En particular, la forma de Killing
de m es no degenerada. Por otra parte, las derivaciones interiores forman un ideal dentro
del 4lgebra de todas las derivaciones de g, como se prueba en el ejercicio por lo cual,
Km = KDer(g)|mxm COMO vimos en el lema Consideremos m* el subespacio ortogonal a m
en Der(g) respecto de rper(g), que, en particular es un ideal de Der(g). La no degeneracion
de k., fuerza que m* Nm = 0. Dado que tanto m* como m son ideales de la misma 4lgebra
Der(g), necesariamente [m*, m] C m* N m = 0. Notar que dimm* > dim Der(g) — dimm, y,
en consecuencia, Der(g) = m & m™.

Queremos probar que m* = 0. Para ésto, consideremos un elemento § € m*; dado que
[mt, m] = 0, para todo z € g tenemos que, en virtud del ejercicio m

ad(;(x) = [(5, adz} =0

Concluimos que 6(z) € Ker(ad) = 0 para todo z € g, por lo cual, § = 0. Por lo tanto, 0 = m*
y Der(g) = m = InDer(g).
]
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5.5. Teorema de Weyl

Una representacion (V,7) de un algebra de Lie g se dice irreducible si 0 # V' y sus
Uinicas subrepresentaciones son 0 y V. Una representacién (V,7) se dice completamente
reducible si V' se descompone en suma directa de representaciones irreducibles.

Teorema 5.12 (Weyl). Si g es un dlgebra de Lie semisimple, toda representacion de dimension finita
de g es completamente reducible.

La demostracién se encuentra en las secciones 9.3| de representaciones de s((2,C) y|13.1
de representaciones en general.
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6. Informacién sobre dlgebras de Lie compactas y algebras
de Lie reductivas

6.1. Algebras de Lie compactas

Para un algebra de Lie g, consideremos Aut(g) el grupo de automorfismos del dlgebra de Lie;
es un grupo de Lie por ser cerrado en GL(g), el grupo de Lie de todos los automorfismos
lineales de g.

El algebra de Lie de Aut(g) es Der(g); el espacio ad(g) es una subdlgebra de Lie de
Der(g). Se define Int(g), el grupo de automorfismos interiores de g, como el subgrupo de Lie
conexo de Aut(g) con dlgebra de Lie ad(g).

Definicién 6.1. Un algebra de Lie u se dice compacta si el grupo Int(ut) es compacto.

El nombre proviene del hecho de que el tangente a la identidad de Lie de un grupo de
Lie compacto resulta un dlgebra de Lie compacta ([Kn] pp. 248-249). Resumimos a conti-
nuacién, sin demostracién, més informacién sobre las algebras de Lie compactas.

Las clases de isomorfimo de

1. grupos de Lie semisimples, compactos, conexos y simplemente conexos reales,
2. élgebras de Lie semisimples, compactas reales,

3. algebras de Lie semisimples, complejas,

4. sistemas de raices abstractos, reducidos,

5. matrices de Cartan abstractas y sus diagramas de Dynkin asociados

estdn en correspondencia biunivoca al pasar del grupo de Lie a su dlgebra de Lie (1—2), de
ella a la complexificacién del dlgebra de Lie (2—3), de ésta al sistema de raices subyacente
(3—4). En los capitulos siguientes profundizaremos mads esta correspondencia.

Proposicién 6.2. Sea G un grupo de Lie compacto y u su dlgebra de Lie. Entonces u admite un
producto interno G-invariante. En consecuencia G actiia de forma ortogonal con respecto a ese
producto interno, y el conjunto de endomorfismos {ad, : uw — u : x € u} consiste de matrices
antisimétricas, tomando una base ortonormal con respecto a ese producto interno.

Demostracién. Sea ((—, —)) un producto interno arbitrario en u y definamos, para z,y € u:

(z,y) == /G((g':c,g.y))dg

donde g.z es la accién adjunta del grupo G en u, y dg es una medida en G invariante por
traslacion a izquierda. Dejamos como ejercicio chequear que la nueva forma bilineal (—, —)
sigue siendo definida positiva y G-invariante. O

Corolario 6.3. La forma de Killing del dlgebra de Lie tangente a un grupo de Lie compacto es
semidefinida negativa.
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Demostracion. De la proposiciéon anterior sabemos que podemos representar los elementos
ad, € End(u), x € u como matrices antisimétricas (reales), por lo tanto sus autovalores
son imaginarios puros, y la suma de los cuadrados de los autovalores, que calcula k(z, ),
resulta menor o igual que cero. O

A modo de constatacién empirica, proponemos el siguiente ejercicio:

Ejercicio 6.4. La forma de killing de su(2) es definida negativa, mientras que la forma de
Killing de s[(2,R) es no definida. Notar que el grupo SU(2) es compacto, mientras que
SL(2,R) no lo es.

6.2. Algebras de Lie reductivas

Definicién 6.5. Un algebra de Lie g se dice reductiva si a todo ideal a en g le corresponde
unideal b talque g = a @ b.

Resulta (ver proposicién mds adelante) que g es reductiva siy s6lo si g = 3&(g, g], donde
3 es el centro de g y [g, g] es semisimple.

El dlgebra de Lie g de un grupo de Lie compacto G es reductiva, por lo cual el estudio
de los grupos compactos se reduce en gran medida al estudio de las dlgebras semisimples.
Los subgrupos de GG correspondientes a éstas subalgebras de g son cerrados.

Proposicién 6.6. Un dlgebra de Lie de dimension finita g es reductiva si y sélo si g = 3 ® s con
3 = 3(g) el centro de g y s es semisimple.

Demostracién. =) Sea g reductiva; si g no admite ideales propios, entonces g es simple o
abeliana de dimensién uno, en cualquiera de los dos casos, es de la forma del enunciado.
Si g admite un ideal propio, argumentamos por induccién en la dimensién. Sea a un ideal
propio, entonces g = a @ b. Veamos que a y b son reductivas, con lo cual, descomponemos
tanto a a como a b y el enunciado queda demostrado. Sea R es un ideal de a, entonces es
un ideal de gy, por lo tanto, admite un ideal complementario J C gtal que g = 8 ® J. Si
tomamos J N a, resulta un idealdeay a C & (JNa). Ademds,siz € a Cg=R&7T
entonces existen tnicos xg € Ky x5 € J tales que © = x4 + x5, pero como K C a, entonces
ry=x—1xg €a,luegory; € INayporlotantoa =K (anNJ).

<) Es corolario del teorema En efecto, toda 4lgebra de Lie de la forma g = 3 ® s, con 3
abeliana y s semisimple, es reductiva (ejercicio). O

Notar que en la proposicién anterior, la subélgebra de Lie semisimple s es en realidad g, g].

Proposicién 6.7. Sea g un dlgebra de Lie real de matrices reales, complejas o cuaternidnicas. Si g
es estable por la operacion de transponer y conjugar, entonces g es reductiva.

Demostracion. Sean X e Y en g, entonces
(X,Y) :=Re tr(XY™)

es un producto interno real en gl(K) con K = R o C o H, y por restriccién, un producto in-
terno en g. Sea a un ideal de g y sea a* el ortogonal respecto del producto interno, entonces
g = a @ a’ como espacio vectorial. La prueba concluye con la comprobacion de que a* es
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un ideal; en efecto, si X € a*, Y es una matriz de g cualquiera y Z es un elemento de a,
entonces [Z, Y*] € a por ser un ideal; por lo tanto

(X,Y],Z) =Re tx(XY Z* = Y X Z*)

= Retr(XYZ* — XZ*Y) = Re tr(X (ZY*)* — X(Y*Z)")
= Re tr(X([Z,Y*))*) = (X, [Z,Y*]) = 0

Corolario 6.8. Las dlgebras de Lie “cldsicas” son reductivas.
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7. Descomposicion de un dlgebra de Lie a partir de una sub-
algebra de Cartan

7.1. Introducciéon

El estudio de las dlgebras de Lie semisimples complejas contintia a través del siguiente
proceso. Dada un algebra de Lie semisimple se encuentra un sisterma de raices abstracto via
la eleccién de una subidlgebra de Cartan y, a partir de este sistema, se obtiene una matriz de
Cartan abstracta y a un diagrama de Dynkin abstracto via la eleccién de un orden.

El capitulo comienza con el estudio de la descomposicién de sl(n, C) como consecuencia
de la accién adjunta de una subélgebra de Cartan, dada en este caso por su subélgebra abe-
liana de matrices diagonales; a partir de ella, se enuncian propiedades generales para un
algebra de Lie semisimple compleja, que a continuacién verificamos explicitamente en las
algebras de Lie clédsicas; la demostracion de estas propiedades se encuentra en el capitulo
8 y subsiguientes.

Si g es semisimple entonces toda subalgebra de Cartan es abeliana. La accién adjunta de
h en g conduce a una descomposicién de g en espacios raices y el conjunto de raices forma
un sistema de raices reducidos.

La imposiciéon de un orden y de una nocién de positividad en el conjunto de raices
permite definir raiz simple como aquella que no es suma de dos raices positivas. Las sim-
ples forman una base especial, con buenas propiedades, del conjunto de todas las raices y,
a partir de ella, se define la matriz de Cartan y el diagrama de Dynkin. Las propiedades
del grupo de Weyl implican que la eleccién anterior no depende del orden. Se prueba la
correspondencia 1-1 anterior entre items (3), (4) y (5).

La relacién entre algebras de Lie sobre C y sistemas de raices abstractas es mas profun-
da. Ademas del isomorfismo, la correspondencia no depende de la eleccién de la subélge-
bra de Cartan, como consecuencia de que son tnicas salvo conjugacién. Parte de este estu-
dio conduce a encontrar un sistema de generadores y relaciones.

A partir de la correspondencia, en lugar de clasificar algebras de Lie semisimples sobre
C, se clasifican los diagramas de Dynkin. Las series de tipos A,,, B,,, C,, y D,, corresponden
a dlgebras de Lie clasicas que ya eran conocidas con anterioridad a la clasificacion. Para los
excepcionales se comprobd que efectivamente existian 4lgebras de Lie cuyos diagramas
eran estos y mds tarde se obtuvieron diversas realizaciones.

7.2. DescomposiciOn en espacios raices
Subalgebras de Cartan

Sea [un algebra de Lie de dimensién finita, una subdlgebra h se dice una subdlgebra de
Cartan si §j es nilpotente y coincide con su normalizador, es decir, h = {z € [ : [z, ] C h}.

Toda algebra de Lie de dimensién finita admite una subélgebra de Cartan (proposicion
8.6). Si g es semisimple compleja y b es una subalgebra de Cartan entonces b es abeliana
(proposicién [8.9). Mas atn, si g es semisimple sobre C, h C g es una subalgebra de Cartan
si y s6lo si h es abeliana maximal y {ady : H € h} es simultdneamente diagonalizable.

Por otra parte, las subalgebras de Cartan de un 4lgebra de Lie compleja de dimensién
finita sobre C son #inicas salvo conjugacién por un automorfismo interior de g. Es decir, dadas
by b’ subdlgebras de Cartan de [, existe un automorfismo interior a : [ — [tal que a(h) = b'.
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Se define el rango de un &lgebra de Lie [, denotado por rank [, como rank [ = dim h, donde

b es cualquier subdlgebra de Cartan de I. Estas afirmaciones se estudian en el capitulo 8.
Sea g es semisimple compleja y h una subalgebra de Cartan; como consecuencia de que

{ady : H € b} es simultdneamente diagonalizable, g admite una descomposiciéon de la

forma
g=he (@ ga)

acd

donde g, es al autoespacio correspondiente al autovalor o y ® es el conjunto de todos estos
autovalores simultineos llamados raices. Antes de abordar la teoria general, resulta til la
evidencia recolectada en los ejemplos clésicos.

7.3. El ejemplo sl(n,C)

Consideremos el dlgebra de Lie compleja g = sl(n, C), para cada n > 2. Sea la subalge-
bra
h = { matrices diagonales de traza cero} C sl(n,C)

entonces h es una subdlgebra de Cartan. En efecto, dejamos como ejercicio probar que si
X € sl(n,C) es una matriz tal que [H, X] es diagonal para toda H € h entonces X es
necesariamente diagonal. Sea

entonces b, es una subdlgebra de Lie real de h (en particular, también es subélgebra de Lie
de g) que verifica h ®g C = b, lo cual dice que b, es una forma real de b.

Sean F;; € C"*" las matrices con un uno en el lugar ij y ceros en el resto, para i # j (ver
seccion 2.3)

0 --«+ - 0 --- 0
0O -+ - 0 --- 0
Ei=1 1 0
0O -« - 0 --- 0

Sean ¢, € h* las funcionales lineales que toman la coordenada i-ésima de la diagonal:

hy 0 -+ 0
0 hy -+ 0
€; . . ) . = h;

0 0 - h,
hy 0 - 0
0 hy -+ 0

Calculemos ady (E;;) paracada H € h. Dada H = .. . obtenemos

0 0 - h,

ady (Eyj) = HEy; — EjjH = hiEij — hiEyy = (hs — hy) Eij = (e — ;) (H)) Ej
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Concluimos que E;; es un autovector comtn de ady para todo H € b, con autovalor (e; —
e;)(H). Notar que la dependencia en H del autovalor es lineal. En otras palabras, (e; —¢;) :
h — C es una funcional lineal, (e; — e;) € h*. Para i = j es, evidentemente, la funcional
nula.

Para i # j, las funcionales {(e; — ¢;) : i # j} =: ® se llaman raices |

El cardinal de ® es n? — n = n(n — 1). Como se estudi6 en la seccién2.3.1] el conjunto
{Eiji#j, 1<, <nyU{E; — Eij1i1:1<i<n}

forma una base de sl(n,C), con {E;; — E;11,+1 : 1 < i < n} una base de ), entonces el
algebra de Lie admite una descomposicién como suma directa

g=bho (EB(CEH> =ho (@gei%) —ho (@%)

i i acd
donde
Jeime; =12 € 9 adpy(z) = (hi —hj)x, VH € b} = {r € g : ady(x) = (e; —¢;)(H)x, VH € b}.

Definicién 7.1. Sea g un algebra de Lie semisimple compleja y h una subalgebra de Cartan
de g; para cada a € h* se define g, = {z € g : [H,z] = a(H)x VH € h}; la funcional
lineal o se dice una raiz si  # 0y g, # 0; en este caso, g, se denomina el subespacio raiz
correspondiente a la raiz a. El conjunto de todas las raices se denota por ®(g,h) 6, para
abreviar, por ®, si es clara quién es la subdlgebra b de la cual depende ®.

Notar que ® genera todo h* como C - espacio vectorial; pero ® no es una base de *, pues
si a € @, entonces —a € @, pero auin asi, hay buenas elecciones posibles de subconjuntos
de ® para bases de h*. En el caso de sl(n,C), A = {e; —e;41 : 1 <i <n — 1} es una base de
b*.

Recordemos de la seccién 2.3 el calculo de los corchetes en la descomposicién anterior.
Por ejemplo, [E12, Ea3] = E3. Observemos que (e; — e2) + (€3 — €3) = e1 — e3 € ®; la cuenta
anterior nos dice que [ge, e, Jes—es] C Gey—es-

En general, se comprueba facilmente que [E;;, Ex| = §;xEy — 61, Ex;. Salvo (k, 1) = (j4,1),
el corchete de dos elementos de un espacio raiz queda dentro del espacio raiz suma:

(90, 85] C Barts
y [Eij, Ejil = By — Ej; € b. Ademas, si [H,z] = a(H)x y [H,y] = B(H)y, entonces
[, [e,y]] = [[H, 2], y] + [, [H, ] = [a(H)z, y] + [z, (H)y] = (a + 5)(H)[z, Y]
Mas precisamente, se observan tres casos: o +  esraiz, « = —3, 6 a # — [ pero a + 3 no es
raiz y se obtiene
C garp Sia+ f[esraiz
80,851 { C b sia =—f3
=0 si0 # o+ B no es raiz
Notar que todas las raices son reales en b y, entonces, por restricciéon, pueden ser con-
sideradas elementos del espacio vectorial real hj; = Homg(ho, R).

El préximo paso es introducir una nocién de positividad en b compatible con la estruc-
tura de R - espacio vectorial, i.e. tal que
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(i) Yo € b, exactamente una de las dos ¢ 6 —¢ es positiva.

(i) > ¢y Ap > 0paratodo ¢ > 0, A € R.,. Es decir, la suma de elementos positivos es
>0
positiva y todo multiplo positivo de un elemento positivo es positivo.

Se puede demostrar que la estructura (y, en consecuencia, la clasificacién de las élgebras
de Lie) no depende del orden.

Notar que en el ejemplo sl(n, C), el conjunto ey, ..., e, no es una base de b, pues e; +
ez + -+ + e, = tr, la funcional lineal traza, que se anula en h; la dimensién (real) de b es
n — 1. No todo elemento de b se escribe de manera tinica como ) . c;e;, pero esta escritura
si es tnica si se agrega la condicién adicional ), ¢; = 0.

Se dice que una funcional 0 # ¢ € b, ¢ = Z c;e; con Z ¢; = 0, es positiva, y se escribe

¢ > 0, si el primer coeficiente no nulo ¢; Verlflca c; > 0.
Es claro que esta nocién de positividad satisface (i) y (i¢). Se dice que

p>vsip—1Y >0

Se obtiene una relacién de orden parcial en bj;, compatible con la suma y la multiplicacién
por ¢ € Ry,.
Para las raices positivas de sl(n, C) el orden es el siguiente:

€1 —€p > €1 —€Ep_1 > >€1] — €y >

€y —€p > €y —€p_1 > > €9 — €3>
€3 — €p > €3 —€Ep_1 > > €3 — €4 >
> ep9— €, > €h_9—€h_1>€h_1— €, >0

luego siguen todas las raices negativas.
En particular, ® = ®" [[®~ donde " ={e; —¢;:i < j}y P ={-a:aec dT}.

7.4. Propiedades para g semisimple sobre C

Enunciamos a continuacién propiedades para g semisimple sobre C que se desmues-
tran en el capitulo siguiente. Muchas de ellas fueron observadas en el caso de sl(n, C); un
andlisis similar se realiza en los demas ejemplos clasicos, antes de pasar a la demostracion
en general.

Sea g un 4lgebra de Lie semisimple compleja, h una subalgebra de Cartan de gy ® el
sistema de raices de g con respecto a b, entonces:

1. Existe una subdlgebra abeliana maximal h tal que g admite una descomposicién si-
multdnea en autoespacios relativos a ady, para todo H € b, tal que

a) el autoespacio asociado al autovalor cero es b,

b) dimg, = 1 para todo o € 9, es decir, el subespacio correspondiente a un auto-
valor a € h* es cero o de dimensién uno y, en este caso, a es por definicién una
raiz.
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AR SEE A

¢) Para todo a, 5 € ®, vale la relacion

C gutp Sia+ fesraiz
(80,851 { C h sia = —p3

=0 si0 # a+ fno esraiz
d) Existe una forma real b, de b tal que para todo o € ¢, a(H) € RVH € b,.
El conjunto ¢ de todas las raices genera h*.
Si « es raiz, —a también es raiz.
La subélgebra abeliana maximal se descompone como b = > 4 [8a, -a)-

klpxp, la forma de Killing restringida a ), es no degenerada, en consecuencia, para
cada h en @ existe H, € h tal que a(H) = x(H, H,) paratodo H € h.

Fijemos un elemento 0 # z,, € g, tal que [H, z,| = a(H )z, para todo H € h; entonces
paratodoy € g_q, [Ta, Y] = K(Ta,y)Ha.

Sia, B € ®, el nimero

2(0,0) _,

K(8, 5)

Para cada par o # =5 € ®, se define la « - cuerda que contiene a f como el subconjunto
de ¢ de los elementos de la forma 8 + ma conm € Zi.e.

ON{f+ma:meZ}

Observacion: empezando de la izquierda en la sucesion anterior, toda subsuma es
raiz, pero no cualquier subsuma ni cualquier término de ella es raiz; en particular, o
no pertenece a ninguna o - cuerda, dado que ningtin multiplo de o € ®, salvo +a.

Ejercicio 7.2. En sl(2,C) sean o« = e3 —e3y § = €1 — €3 € ®; la o - cuerda que contiene a 3
es el conjunto {5 = e; — €2, f + o = e; — e3}; tiene longitud dos.

En virtud de los célculos de la seccién se obtiene que en so(5,C), la o - cuerda que
contienea fparaa = —ea y f =e; +ex esel conjunto {5 =e; + €2, f+a =¢€1, f+2a =
e; — e2}, una cuerda de longitud tres.

En un ejemplo andlogo en sp(4,C), la o - cuerda que contiene a  para o = ex — €1 y
[ = 2e; es el conjunto {5 = 2¢;, f+ a = e; + €2, B+ 2a0 = 2e5}, una cuerda de longitud

tres.

7.5.

El ejemplo so(2n + 1,C),

Recordemos que s50(2n + 1,C) = {A € C@n+DxCn+D) . 4 1 A = 0} es un algebra de Lie
compleja, simple, de tipo B,,, de rango n, para todo n > 2, como se vio en la seccién [2.3.1]
No hace falta considerar el caso n = 1 por el isomorfismo siguiente:

Ejercicio 7.3. Para n = 1 probar que so0(3,C) = sl(2,C).
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Consideremos la subalgebra de Cartan ) := {H € so(2n + 1,C) de la forma (*)}

0 il
—ihy 0

0 iho
—ihe 0

0

Sean las funcionales lineales e;(H) = h;, 1 < j < n. Consideremos la siguiente forma
real de h dada por

ho={H €bh: entradas € iR} ={H € h:¢;(H) € Rparatodoj=1,...,n}

El sistema de raices forma el conjunto ® = {+e; +e;: 1 <i# j <n}U{xe,:k=1,...,n}
Para la descomposicion g = h @ (Bacada), los espacios raices tienen los generadores E,,
dados a continuacién. Para cada o = +e; £ e; con ¢ < j, definamos

(1 (1 - (1 i (1
xei—ej - _Z 1 ) xei—l—ej - _Z _1 ) x—ei—l—ej - Z 1 ) x—ei—ej - Z _1

y finalmente sea

0 0 0 0 0
0 0 0 2, 0

E,=|l 0 0 0 0 0 |ec®+txCntl)
0 —2t 0 0 0
0 0 0 0 0
t

la matriz en bloques de tamafio 2x2 donde z!, se ubica en el lugar del bloque ij y z,
en el lugar ji. Es decir, F, tiene todas sus entradas iguales a cero salvo las 8 entradas
correspondientes a los bloques 2x2 de pares de indices indicados.

Para o £ ¢, sean
1 1
xek:<_i>7 x_ek:(i> E(C2><1

y
0 0 0]0
0 0 0wz,
Ea=149 0 0o
0 —af, 0]0

[0}

donde z, y zf, se ubican en los respectivos lugares k - ésimos.

7.6. El ejemplo sp(2n,C),

—Id,, | 0
es un dlgebra de Lie compleja, simple, de tipo C),, de rango n, para n > 3, como vimos en
la seccién No hace falta considerar los casos n = 1 y n = 2 dados los isomorfismos
siguientes:

Recordemos que sp(2n,C) = {A € C2nx2n . At 4 JAt = 0} donde J = ( 0 Id, )
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Ejercicio 7.4. Probar que sp(2,C) = sl(2,C).
Ejercicio 7.5. (Mas dificil). Probar que sp(4,C) = s0(5, C). Ver también el ejercicio 7 de
Consideremos la subalgebra de Cartan ) := {H € sp(2n,C) de la forma (**)}
hi

Se definen las funcionales lineales e;(H) = hj, 1 < j < n. Consideremos la forma real b,
de b de las matrices a coeficientes reales, i.e.

ho={H €bh:e;(H) € Rparatodoj =1,...,n}
Respecto de b, el sistema de raices forma el conjunto

O={te;tej:1<i#j<ntU{f2e:k=1,...,n}

Notar que 2¢j, € ¢ pero ¢, ¢ O.

Para la descomposicién g = b & (Bacaa), los espacios raices tienen los generadores £,
dados a continuacion. Para todo i # j, sean
Eei—ej = Ei; — Ej+n,i+n7 Eei—&—ej = Ei,j-i—n + Ej,i—‘rna E—ei—ej = Ei—i—n,j + Ej+n,i
Parak =1,...,n,sean

t
EQek = El@k—i—na Ej—2e;C = Ek’—i—n,k’ =F

2ey,

7.7. El ejemplo so(2n,C)

Recordemos que s0(2n,C) = {A € C**?" : A+ A' = 0} es un élgebra de Lie simple,
compleja, de rango n, de tipo D, para cada n > 4, como vimos en la seccién [2.3.1]

Notar que so0(2,C) = { ( 0 = Lz € C} es abeliana de dimensién 1. Ademads, no

-z 0
hace falta considerar los casos n = 2 y n = 3 dados los isomorfismos siguientes:

Ejercicio 7.6. (Facil, pero no evidente): Probar que so(4, C) = sl(2,C) x sl(2,C).
Ejercicio 7.7. (Mas dificil): Probar que so(6, C) = sl(4, C).

Consideremos la subélgebra de Cartan h como en so(2n + 1, C) pero a cada matriz se le
elimina la Gltima fila y la tltima columna. Explicitamente, h := {H € so(2n, C) de la forma
(***)}

0 il
—ihy 0

0 ihy
(s * ) H = —ihy 0

0 ihe
—ihy 0
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Se definen las funcionales lineales e;(H) = h;, 1 < j < ny la forma real como en el caso
so(2n+1,C):

ho={H €bh: entradas € iR} ={H € h:e;(H) € Rparatodoj=1,...,n}

Respecto de b, las raices forman el conjunto ® = {+e; £ e;: 1 <i # j <n}.

La descomposicién en espacios raices g = h @& (Socado) se obtinen de manera similar al

caso s0(2n + 1, C), eliminando la tltima fila y columna y considerando sélo o = +e; £ ¢;.
Explicitamente, para o = +e; £ ¢, i < j, sean como antes

(1 (1 - (1 = (1
mei—ej - _Z 1 ) Iei—l—e]- - _Z _1 ) x—e,;—l—e]- - Z 1 ) x—ei—ej - Z _1

Obtenemos como generador del espacio raiz correspondiente a la raiz o

0O 0 0 0 0
0 0 0 z, O

E,=|1 0 0 0 0 0 |eg?
0 -2/, 0 0 0
0O 0 0 0 0

la matriz de bloques donde zf se ubica en el lugar ij y z, en el lugar ji. Es decir, E,
tiene todas sus entradas iguales a cero salvo las 8 entradas correspondientes a los pares de
indices indicados.
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8. Subalgebras de Cartan abstractas

8.1. Espacios de pesos generalizados

En este capitulo, consideramos sélo élgebras de Lie sobre k = C salvo que se indique
expresamente otra cosa; ademads, las algebras de Lie y las representaciones de ellas son
todas de dimension finita.

Sea h un algebra de Lie y V' una representacion de b. Si o € h*, podemos considerar el
subespacio

VOi={veV:Hw) =a(H), YH € b}

y mds generalmente
Vo={veV:(H—-a(H)Id)"(v) =0paraalginn > 0, VH € b}

SiV, # 0, diremos que a es un peso y que V, es un espacio de peso generalizado. Los
elementos de V,, se llaman vectores de peso generalizado.

Proposicién 8.1. Sea h un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita y V' una representacion de
dimension finita de by, entonces existe una cantidad finita de pesos, los espacios de peso son estables
por b y V' es suma directa de espacios de peso.

Demostracion. Sea o un peso, veamos que es invariante por h. Dado que
Va = ﬂHtha,H

donde V, y ={v eV :(H —a(H)Id)"(v) = 0,n > 0} para H fijo, basta ver que cada V,, y
es estable por h. Como h es nilpotente, ady es nilpotente. Consideremos

f)(m) = {Y € h : adTHn(Y) = O}

Por ejemplo, b1y son los elementos que conmutan con H. Dado que h es nilpotente, la unién
de los b, es todo h. Veamos por induccion en m que V, y es estable por b,
Param =1, si Y comuta con H, entonces

(H—a(H)I1d)"Y(v) =Y (H — a(H).Id)"(v) =0
Supongamos ahora que V,, y es estable por h,,—1). SiY € b,y entonces [H,Y] € hn_1) y
(H— a(H)IA)Y = [H,Y]+YH - Ya(H)Id = [H,Y]+ Y (H — o(H)Id)

Sea v es tal que (H — A(H)Id)"v = 0. Como [Y, —] es una derivacién del dlgebra asociativa
de endomorfismos, entonces

[(H — a(H)Id)™", Y] = Z (H — o(H)Id)'[(H — o(H)IA),Y](H — a(H)Id)’

i+j=n—1

i+j=n—

Z (H — a(H)Id)'[H,Y](H — o(H)Id)’

Luego
s (H—XH)I)"Yv=[(H—-XNH)Id)", Y]v+Y(H — XN H)Id)"™v
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Por hipétesis inductiva, V,, y es estable por [H, Y], luego la sumatoria correspondiente al
corchete, en virtud de la férmula anterior, es un elemento de V,, y y el Gltimo término es
cero.

Sea ahora {H, ..., H,} una base de . Para H;, tenemos que V' = &V, g, es la descom-
posicién en bloques de Jordan, reunidos los de mismo autovalor. En particular, la suma es
directa. Como cada V, g es estable, podemos considerar H, actuando en cada V, g, y asi
sucesivamente en n pasos se concluye la demostracién. O

Proposicién 8.2. Sea by una subdlgebra nilpotente de un dlgebra de Lie compleja de dimension finita
g, entonces los espacios de pesos generalizados de ady, en g satisfacen:

1. g = @ g, con ® el conjunto de todos los pesos.
acd

2. Si g denota el subespacio correspondiente al peso cero, entonces b C gj.

3. [0as858] C @atp, donde la inclusion se entiende por [g.,9s] = 0 si o + [ no es un peso
generalizado.

Demostracién. La primera parte es la proposiciéon anterior. La segunda, como b es nilpoten-
te, ad es nilpotente en h. Para la tltima, primero verifiquemos la férmula

(ady — (aH + BHIA)[X, Y] = [(ady — oHI))X, Y] + [X, (adyy — BHIA)Y]

y luego, por induccién

(ady — (aH + BH)IA)"[X, Y] = Y (Z’) ((ads — aHIA)*X, (ady — SHIA)"*Y]

k=0

Corolario 8.3. El espacio correspondiente al peso cero g, es una subdlgebra de Lie de g.

8.2. Subdlgebras de Cartan y elementos regulares

Definicién 8.4. Si g es un dlgebra de Lie de dimensién finita, una subalgebra de Cartan es
una subdlgebra nilpotente h C g tal que h = go.

Sibh C g es una subdlgebra cualquiera, se define el normalizador de h en g como

Ny(h) ={z €g:[z,h] C b}

Es claro que siempre vale
b S Ny(b) € g0

La primera inclusién es clara, la segunda es porque ad; (X) = ad}; ' ([H, X]) y [H, X] € b.
La cualidad de ser de Cartan esta regulada exactamente por el normalizador, como se
prueba a continuacion.

Proposicién 8.5. Sea ) C g una subilgebra de Lie nilpotente de g, entonces b es una subdilgebra de
Cartan si y sélo si coincide con su normalizador.
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Demostraciéon. Como siempre vale h C Ny(h) C go, si h es de Cartan, la igualdad h = g
fuerza h = Ny(h).

Supongamos ahora h = N,(h) pero h no es de Cartan, es decir gy # b; entonces h acttia
por ad en el espacio no nulo gy/h. Como § es soluble, por el teorema de Lie sabemos que
hay un vector no nulo z que es autovector simultdneo para todo h. Dado que este elemento
T € go/b, el autovalor debe ser cero. Luego ady (Z) = 0 médulo b, es decir, existe = € go \ b
tal que [H,z] € b para todo H € b, luego x € Ny(h), lo cual es absurdo, porque Ny(h) = b
por hipétesis. O

Teorema 8.6. Toda dlgebra de Lie compleja de dimension finita admite una subdlgebra de Cartan.

Para la demostracién, necesitamos introducir la nocién de elemento regular. Sea V una
representacion de dimension finita de un dlgebra de Lie g. Si x € g, recordemos que V; , =
{veV :zw=_0paran >0} = {veV:zimy = 0}. Por efemplo, siz =0, Vy, = V. Si
en cambio z actda en forma diagonal, sin autovalores nulos, V;, = 0. Si tomamos V = g*!
entonces = € gy, luego en este caso dim V;, > 1 para todo x.

Consideremos

ly(V) = mindim Vj ,;

xreg

como los valores dim V4, son discretos, ese minimo es alcanzado por algtn elemento; a
estos elementos los denominaremos regulares:

Definicién 8.7. Con las notaciones del pérrafo anterior, decimos que z € g es regular con
respecto a la representaciéon V' si
dim Vg, = £4(V)

Denotemos por R,(V) al conjunto de elementos regulares.

Dada una representacion, es claro que existen elementos regulares y, en particular, exis-
ten para la representacion adjunta. El teorema de existencia de subdlgebras de Cartan se
seguird como corolario del siguiente teorema:

Teorema 8.8. Sea g un dlgebra de Lie compleja de dimension finita y x un elemento regular de g
con respecto a la representacion adjunta, entonces gy, es una subdlgebra de Cartan de g.

Demostraciéon. Probemos primero que gy, es un algebra de Lie nilpotente. Si g, no fuera
nilpotente, g, no podria actuar nilpotentemente en si misma por la adjunta, entonces el
conjunto

90 =2 Z = {H € o : ([H> _Hgo,m)n #0,n= dimgO,x}

es no vacio; ademds, Z es un abierto en la topologia de Zariski.
Consideremos a la vez “fuera” de g, el conjunto

G0 2W ={H €go.:[H,—|:9/80:— 08/%0x}

que también es un abierto Zariski y es no vacio, pues € W. Concluimos que ZNW # (). Si
tomamos y € ZNW entonces, por estar y en W tenemos que go, C go, pero por pertenecer
a Z concluimos que la contencién es estricta. Luego

dim 80,y < dim do,2
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lo cual es absurdo porque z era un elemento regular; por lo tanto, g, , debe ser nilpotente.
Ahora que sabemos que h := gy, es nilpotente, podemos descomponer g en espacios de
pesos generalizados con respecto a h. Es claro que z € h C g, pero ala vez

C pr— C ==
h < go thgo,H Cgox=Dh

por lo tanto, h = go. O

Proposicién 8.9. Si g es un dlgebra de Lie semisimple compleja y b es una subdlgebra de Cartan de
g, entonces b es abeliana.

Demostraciéon. Demostaremos que x([h, b, g) = 0, por lo tanto [, h] = 0 porque la forma de
Killing es no degenerada en g.

Consideremos la accién adjunta de h en g; llamemos ® al conjunto de todos los pesos y
descompongamos a g como suma de espacios de peso, para la cual sabemos en particular

que go = h i.e.
g=go@(@ga)=h®(®ga)
acd acd

Como b es nilpotente, en particular es soluble, luego en alguna base ad;, acttia como matri-
ces triangulares en g**. Si A, B, C' son matrices triangulares, entonces tr(ABC) = tr(BAC),
lo cual implica que ([h, b], h) = 0.

Por otra parte, siz € g, ¥y € gg y H € b entonces [z,y] € go+s Y [H, [2,V]] € ga+s- Esto
dice que adyad,(gs) C ga+p; ademads, adgad,(h) C g,, luego la matriz de adyad, en alguna
base tiene estructura de bloques fuera de la diagonal, por lo tanto su traza es cero, es decir
k(D, go) = 0; en particular x([h, b], g.) = 0, por lo tanto x([h, b, g) = 0. O

Teorema 8.10. Si b, y by son dos subdlgebras de Cartan de un dlgebra de Lie compleja g de dimen-
sion finita, entonces existe un automorfismo interior ¢ € Intg tal que ¢(h1) = bo.

Para la demostracion de este enunciado, ver, por ejemplo, pagina 92 de [Kn].

Como corolario, todas las subalgebras de Cartan de g son isomorfas entre si, en parti-
cular tienen la misma dimensién, que se denomina rango de g. Por ejemplo, el rango de
sl(n,C)esn — 1.

8.3. Sistemas de raices

En esta seccién, sea g semisimple compleja y h una subalgebra de Cartan de g. Los pesos
generalizados no nulos de la acciéon ady en g se denominan raices de g con repecto a h. El
conjunto de todas las raices se denota por ® = ®(h, g). La descomposicién

g:h@(@ga>
acd

se denomina descomposicién en espacios de raices de g y los elementos de g, se denominan
vectores raices. A continuacién, enunciamos propiedades de estos objetos, ya mencionadas
en la seccion [7.4] para los ejemplos clasicos.

Proposicion 8.11. 1. Sean o, f € U {0} y a+ 5 # 0, entonces k(ga, g3) = 0.

2. Sia € ®U{0}, entonces k es no singular en g, X g_q.
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3. Sia € ®entonces —a € .

4. Klyxp, la forma de Killing de g restringida a by, es no degenerada; como consecuencia, a cada
a € @ le corresponde un tinico H,, € Y tal que a(H) = x(H, H,) para todo H € .

5. El conjunto ® de todas las raices genera h*.

Demostracion. 1. Dado que [ga, 95] C ga+s Se sigue que, para z € g, e y € gg, adzad,(g,) C
Oa+p+y Sy es raiz, y ad,ad,(h) C gatps, por lo tanto, si a + 3 # 0, la traza de la matriz de
ad,ad, en cualquier base es siempre cero. (Por ejemplo, si se elige una base de g a partir de
una base de h y vectores raices, entonces las entradas diagonales de ad,ad, en esta base son
todas cero).

2. Sea z € g, no nulo; como « es no degenerada, sabemos que debe existir 2’ € g tal que
k(x,2") # 0. Utilizando la descomposicién

g:gﬂ@(@ga)
aced

podemos escribir ' = Begj{o}xb. Dado que «(z,y) = 0 para todo y € gz con 8 # —aq, si
calculamos la forma de Killing a partir de esta descomposicién, obtenemos

0# k(z,2') = Z K(x,xy) = Kz, 2’ )

BedU{0}

i.e. el dnico término no nulo en la sumatoria anterior es x(x, 2" ,); en particular, 2’ puede
ser tomadoen g_,.

3. Este item es consecuencia del item 2, pues no puede ser g, # 0y g_, = 0.

4. Este item se obtiene también del item 2 para h = go.

5. Comprobar que ® genera h* equivale a verificar que a(H) = 0 Va € ® implica H = 0.
Sea H € h tal que a(H) = 0 para todo a € . Como consecuencia de la descomposiciéon

9:90@<€99a)
acd

obtenemos que ady es nilpotente. Dado que b es abeliana, adyadys también es nilpotente
para todo H' € b, luego tiene traza cero, es decir, x(H, H') = 0 VH' € h. Pero como la forma
de Killing restringida a b es no degenerada, esto implica que H = 0. O

A continuacién, nos interesa comprobar que g, tiene dimensién uno, para cada o € ®.
Con esta propiedad, ademds de verificar que en un édlgebra de Lie semisimple sucede lo
mismo que lo observado en sl(n, C), también nos libramos de la molesta nocién de peso
generalizado y tendremos simplemente

go={r€g:[H z|=alH)r}

Para ésto necesitaremos el siguiente lema.
Lema 8.12. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja y b una subdlgebra de Cartan de g.

1. Para cada o € ®, existe E,, € g, no nulo tal que [H, E,| = a(H)E,, para todo H € .
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2. Sia e dyux e g_,entonces [E,, x| = k(Ey,x)H,, donde E, es el del item 1.
3. Sia, € ®, entonces (H,) es un miiltiplo racional de a(H,,).
4. Sia € O, entonces a(H,,) # 0.

Demostracion. 1.Para cada raiz o, consideremos la accién adjunta de h en g,, entonces, por
el teorema de Lie, existe un elemento no nulo E, € g, tal que [H, E,] = o(H)E, para todo
Henb.

2. Sabemos que [E,, =] € ga—a = go = . Como la forma de Killing restringida a h es no
degenerada, por el item 4 de la proposiciéon tenemos la equivalencia

[Eyo,x] = K(Ey, x)Hy <= K([Fa, 2|, H) = k(Ey,x)k(Hy, H) VH € §

En el lado derecho de la igualdad, tenemos k(E,, x)x(Hy, H) = k(E,,z)a(H) y en el lado
izquierdo:
/i([EOH x]a H) = —/i([l‘, EO{]? H) = —/i(:t, [EOH H])
= k(a, [, Bu]) = r(z, a(H)Ey) = r(, E)a(H)
3. Dado que la forma de Killing es no singular en g, x g_,, podemos tomar z_,, € g_,
tal que k(z_a, E,) = 1, esto dice que

[l’_a, Eoc] = Ha

Fijemos 5 € ® y consideremos g’ = € gs+na- Este subespacio es invariante por ady,, por
nez

ad,_, y por E,.
Calcularemos la traza de ady, en g’ de dos maneras distintas. Por un lado, tiene que dar
cero porque [z_,, E,] = H,, entonces

tr(ady, ) = tr (adx,aadEa - adEaadx,a) =0

y ¢ es estable por la accién de todos los elementos involucrados.

Por otra parte, H, actia en gg;,, como endomorfismo con autovalor generalizado
B(Hay) + no(H,) (mas eventualmente una parte nilpotente, que no contribuye a la traza),
por lo tanto

0= tr(adm, )|y = ) _(B(Ha) + na(Ha)) dim gs4na

ne’l

Esto muestra 3.
4. Si a(H,) = 0 entonces, por 3, f(H,) = 0V3 € @, luego H, = 0, absurdo, porque
a # 0. ]

Proposicion 8.13. Si a € ®, entonces dim g, = 1 y na ¢ ® para ningiin entero n > 2.

Demostracién. Como antes, tomemos z_,, € g_, tal que x(z_,, E,) = 1, por lo cual
[xom E—a] = Ha

Consideremos el subespacio de g definido por

g// — CEa ) CHa () < @Ogna)
n>
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Este subespacio es invariante por ady,, por adg, y por ad,__, por lo tanto, la traza de ady,,
en g” es cero como en la prueba del item 3 del lema [8.12]

Por otra parte, H, actaa por cero en CH,, por o(H,) en CE, y por autovalor generali-
zado —na(H,) en g_,,, por lo tanto, tomando traza tenemos

0=tr(adpy,|y) = a(Ha) + 0+ Z —na(H,)dimg_,,
n>1
Como a(H,) # 0, si dividimos todos los términos por este nimero, obtenemos
Z ndimg_,, =1
n>1

Dado que, en la sumatoria todos los términos son naturales o cero, esto dice que dimg_, =
lydimg_,, = 0sin > 2. Intercambiando o y —a obtenemos el enunciado. O

8.4. Ejercicios

Todas las dlgebras de Lie que consideramos en esta seccion de ejercicios son complejas.

1. Sea g un algebra semisimple de dimension tres. Probar que su subalgebra de Cartan
tiene dimensién uno y, fija una subdlgebra tal, demuestre que sélo hay dos raices: o'y
—a. Concluya que g = s1(2,C).

2. Demuestre que toda dlgebra de Lie semisimple con subalgebra de Cartan de dimen-
sién uno es isomorfa a s((2, C).

3. Demuestre que no existen algebras de Lie semisimples de dimensién 4 ni 5 ni 7.

4. Sea g un algebra de Lie semisimple de dimensién 6. Demuestre que una subalgebra
de Cartan h de g no puede tener dimensién 1, ni tampoco dimensién mayor que 3.
(Cudntas raices tiene entonces? ;Hay alguna posibilidad aparte de sl(2, C) x s((2,C)?

5. Recordemos que g = so(5) es un algebra de Lie de dimensién 10. Sabiendo que g es
semisimple (porque es reductiva), demuestre que g es simple.

6. Consideremos sp(2n,C) = {M € C**?" : Xw + wX = 0} donde w = ( —?d Ign )

Para n = 2, si escribimos un elemento como bloques de matrices dos por dos, tene-

A B .
mos sp(4,C) = {( co_at > :B=1B' C= C’t}. Sea b la subdlgebra de matrices
diagonales. Demuestre que es una subélgebra de Cartan, encuentre los subespacios
raiz (recuerde que E;; es autovector de ady si H es diagonal). ;Cudntas raices hay?
(Existe alguna raiz de la forma a + ?

J 00
7. Considere la subdlgebra h de so(5,C) generadapor H;=| 0 J 0 |y
0 0 O
J 0 0 0 i
Hy=| 0 —=J 0 |,donde J = ( i 0 ) Demuestre que h es una subdlgebra de
0 0 0

Cartan. ;Cudntas raices tiene? Compruebe que so(5,C) = sp(4, C).
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9. Representaciones de sl(2, C)

9.1. Caracterizacién de las representaciones simples

Sea s((2,C) el algebra de Lie compleja generada como espacio vectorial por las matrices

10 01 0 0
(o B) (o) =),

Sabemos que los elementos de esta base verifican las relaciones
(X,Y|=H, [H X]=2X, [HY]=-2Y

Teorema 9.1. Para cada m € N, existe una tinica clase de isomorfismo de representacion com-
pleja simple de s1(2, C) de dimensién m. Si V' es una representacion tal, entonces existe una base
V0, - - - s Um—1 de 'V tal que la accién de sl(2, C) estd dada por

Hv;=(m—1-2i)v;, 0<i<m—1,

Xv; =i(m —)v;_q, 1 <i<m,
Yv; =011, donde0 <i<m—1ywv, =0.

Demostracién. Sea V una representacion simple de dimension m de s((2,C) y sea v # 0 un
autovector de H de autovalor A:
Hv=Xv

de la relacién [H, X| = 2X se sigue que
H(Xv)=[H,X]Jv+ X(Hv) =2Xv+ X(\v) = (2+ N\)Xv

ie. Xv es autovector de H de autovalor A + 2 y siguiendo con este proceso, X?v, X3v...
son todos autovectores de respectivos autovalores A + 4, A + 6,... etc. Pero como V tiene
dimensién finita, no pueden ser X‘v todos no nulos, porque al tener autovalores diferen-
tes, serian todos linealmente independientes. Concluimos que existe algtin k, € N tal que
Xhoy =0y Xko=1y £ (.

Por lo tanto, hemos encontrado un vy # 0, (por ejemplo, vy := X*~1y de antes) auto-
vector de H, tal que Xvy, = 0. Llamemos nuevamente )\ al autovalor de vy con respecto a
H.

Ahora bien, el mismo procedimiento que hicimos con X, podemos hacerlo con Y, es
decir, Yv, es autovector de H con autovalor \ — 2, Y?v, es autovector de H con autovalor
A — 4, etc. Como antes, existe un primer n, tal que Y"v, = 0.

Sea S el subespacio generado por vy, v1 = Yy, va = Y2y, ..., vy-1 = Y™ 1y, enton-
ces S es claramente estable por la accion de H, mds atin, H acttia diagonalmente por

y S también es estable por Y; en efecto, Yv; = Y vy = v;41 € S para todo 0 < i < ng — 2
e Yv,,-1 = Y™y, = 0. Si mostrdramos que S es estable por X, entonces resultarfa una
subrepresentacion y, como vy # 0, seria no nula. Dado que V' es simple, deberd ser S = V.
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Tenemos Xwvy =0.Si7 > 0,
si asumimos inductivamente que Xv; € S, entonces lo anterior dice que Xv;4; € S. Por lo
tanto, S = V; en particular, ny = dim(S) = dim(V') = m.

Para demostrar la férmula de la accién, por construccién es claro que Xv, = 0y que

Yv; = v;11 para todo 0 < i < m — 1 si definimos v,, = 0. Comprobemos que Xv; =
i(m — i)v;_ para todo 1 < i < m por induccién en i. Defmamos v_; = 0, entonces

Xvg=0=0(m—0)v_4
Ahora inductivamente, para i + 1,
Xvip = XYvu = [ X, Yo, + YXv;, = Hvo; + Yi(m — i)v;y = (A — 2i)v; +i(m — i)y,
=A=2i+i(m—1))y;

Si A fuera igual a m — 1, tendriamos
A=2i+im—i)=A—2+iA—i+1)=\—i+i(A—1i)
=A=)0+1)=>G+1)(m—(i+1))

Para ver que A = m — 1, calculemos la traza de H |, de dos maneras distintas. Sabemos

que H|y = X|vY|y — Y|y X|y, luego su traza es cero. Por otra parte, como H es diagonal,
su traza es la suma de sus autovalores:

m—1 m—1
B B ‘ _ (m—1)m
0=tr(H|y) = ;:0()\—22) =mA\ — 2 ;:0 Z:m)\—QT =mA—(m—1))
por lo tanto A = m — 1. O

Observacion 9.2. En la representacion simple de dimensién m, los autovalores de H son
todos enteros y van “saltando de a 2” desde —(m — 1) hasta m — 1:

-m+1, —-m+3, —m+5,...., m—5 m—3, m—1

El autovalor (o peso) méximo es m — 1, por eso a esta representaciéon (de dimensién m)
se la suele denotar V{,,_1). Por ejemplo, V() es la representacién trivial, de dimensién 1,
el autovalor de H es cero. En V{;) se tiene dimensién 2, es la representacion de definicién,
H claramente tiene autovalores 1 y —1 ya que H acttia por <(1) _01) En V|, tenemos di-
mensioén 3, es la representaciéon adjunta. Como [H, X| = 2X, [H,H| =0y [H,Y] = =2Y
claramente vemos los autovalores —2, 0, 2.

Observacién 9.3. Por razones fisicas que escapan a este libro, en la literatura fisica las
representaciones irreducibles de sl(2, C) se las suelen parametrizar por un nimero entero
o semientero llamado spin. Escribimos la dimensién m de la siguiente forma:

m=2j+1

Entonces, como m es entero, j serd entero cuando m es impar, y semientero cuando m es
par. El nimero j se denomina spin. La representacion trivial, de dimensién 1, corresponde
a spin cero. La representacion de definicién, de dimensién 2, corresponde a spin 3. La re-
presentacion de dimensién 3 corresponde a spin 1, se llama representacion vectorial. Notar
que la representacién de dimension 3, que corresponde a la adjunta de sl(2, C), también
corresponde a la complexificacion de la representacion de definicifon de so(3,R) = su(2) y
que s0(3,C) = sl(2,C).
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9.2. El Casimir

Recordamos el Casimir esta definido para toda dlgebra de Lie semisimple, es una ex-
presion cuadratica en los generadores del algebra. en particular, el Casimir de sl(2, C) esta
dado por

w=1(XY+YX+H?)

Proposicién 9.4. En la representacion simple Vi,,,_1) de dimensién compleja m € Nde s((2,C), el
Casimir w = (L H? + XY + Y X) actiia por =10+,

Demostracion. Sabemos que el Casimir acttia por un escalar; por lo tanto, podemos tomar
cualquier vector, y evaluar la accién alli. Elijamos por conveniencia el vector v, de la base
dada en la proposicién

El Casimir en sl(2, C) estd dado por w = ;(3H* + XY + Y X), entonces

1 1
Wvy = —HZ’UO + Z(XYUO + YXU())

8
=D Ix,
_m-1 o omo1
B <m—1>2+2<m—81> +_ 4<m—1><m+1>
(o)., (b

]

Corolario 9.5. Sea V' # C una representacion simple de dimension finita de sl(2,C), entonces
wly = ceyld con 0 # ¢y € C.

Corolario 9.6. Sea V' una representacion compleja de dimension finita de s\(2, C); si w actiia por
cero, entonces V= V8,

Demostracién. Por induccion en la dimensiéon de V. Si V' es simple, es claro. Si V no es sim-
ple, entonces contiene una subrepresentaciéon simple S C V'y entonces g acttia trivialmente
en S. Notar que entonces S = Ci.e. dim S = 1.

También el Casimir acttia por cero en V/S'y, por hipétesis inductiva, g actiia trivialmen-
teenV/S.Seav € V/S, entonces x.7 = 0, es decir que paratodov € Vyz € g, z.v € S. Sea
{s} una base de S. Para cada v € V, tenemos que z.v es un mdaltiplo de s, que denotamos
por D(z) € C,osea z.v = D(x)s.

Dado que g acttia trivialmente en S, para todo z,y € g tenemos que

y.(zw) =y.D(z)s =0
Simétricamente:
z.(yv) =2.D(y)s =0

entonces
z.(yv) —y.(z.v) = [z,y].v = D([z,y])s =0, paratodoz,y € g.

Por lo tanto, D se anula en los conmutadores. Pero [g,g] = g, luego D = 0y z.v =
Vz € g.

o
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Corolario 9.7. Si V' es una representacion compleja de dimension finita de sl(2,C), entonces
Ker(w:V = V) =Ve

Demostracién. Es claro que V¢ C Ker(w|y ). Por otra parte, Ker(w) es una subrepresentacion,
donde w acttia por cero; por lo tanto Ker(w|y) = Ker(w|y)? C V9. O

9.3. Lema de Whitehead y Teorema de Weyl

El objetivo de esta seccion es demostrar el teorema una de cuyas formulaciones es
conocida como lema de Whitehead. Lo utilizaremos para algebras de Lie complejas, pero
los resultados de esta secciin son védlidos para dlgebras de Lie semisimples sobre un cuerpo
K de caracteristica cero arbitrario.

Definicién 9.8. Sea V' una representacién de un 4lgebra de Lie g. Definimos el espacio de
todas las derivaciones de g en V' como

Der(g, V) ={D:g—V:D([z,y]) = 2.D(y) — y.D(x)}
y el espacio de las derivaciones interiores de g en V' como
InDer(g,V)={D:g—V :3vy €V / D(z) = z.vp}.
Observacion 9.9. InDer(g, V') C Der(g, V)
En efecto, si D(z) = z.vy entonces
D([z,y]) = [z, y].vo = z.(y.vo) — y(z.v0) = 2.D(y) — y.D(x)

Teorema 9.10. [Lema de Whitehead| Sea V' una representacion de dimension finita de un dlgebra
de Lie semisimple g sobre un cuerpo de caracteristica cero, entonces Der(g, V') = InDer(g, V).

El hecho clave es que el Casimir acttia por un escalar no nulo cuando la representacién
es simple y no trivial. Esto ya fue probado para sl(2, C) y también es cierto para cualquier
semisimple g, hecho que se demuestra en el capitulo 13. Por lo tanto, daremos la demostra-
cién utilizando sélo ese hecho de la teorfa de representaciones de sl(2, C); de esta manera,
tendremos demostrado el teorema para una g semisimple cuando hayamos probado esta
propiedad del Casimir para un algebra de Lie semisimple cualquiera.

Observacion 9.11. El Lema de Whitehead generaliza el teorema
Empecemos con algunos lemas; el primero sélo utiliza el hecho de que [g, g] = g.
Lema 9.12. Sea V' = K la representacion trivial de un dlgebra de Lie semisimple g, entonces
Der(g,K) = 0 = InDer(g, K)
En particular, vale el lema Whitehead para la representacion trivial.
Demostracion. Si f : g — K es una derivacion, entonces para todo z,y € g
f[z,y]) = 2f(y) —yf(x) =0

pues f(g) C K en donde g actda trivialmente. Esto dice que f([g,g]) = 0, pero [g,9] = g,
luego f = 0. O
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Supongamos demostrado que el Casimir de un dlgebra de Lie semisimple actiia por un escalar no
nulo en una representacion simple no trivial, hecho que se demuestra en el capitulo 13.

Lema 9.13. Sea V' # K una representacion simple de un dlgebra de Lie semisimple g, entonces
Der(g, V') = InDer(g, V) (i.e. vale el lema de Witehead para V simple, V' # K).

Demostracion. Sea f : g — V una derivacion. Sean {z; }1<i<dim(g) ¥ {I’i}lgigdim(g) bases de g,
duales con respecto a la forma de Killing. Dado que el Casimir es invariante i.e. w € (g®g)¥,
vale la siguiente férmula en g ® g, con y € g cualquiera:

1

que, para cualquier transformacioén lineal f : g — V, implica

Z(?/xz —z) f(@) +2:if([y,2']) =0

1

Si ademads f es una derivacion, f[y, x| = yf(z) — xf(y), entonces

0="> " (yz:f(a") — wiyf(z') + myf(a') — z2' f(y)) =y (Z asif(a?i)> - (Z m) f(y)

2

Luego, como f(y) € V y el Casimir acttia por una constante no nula, digamos ¢y, tenemos

evfy) = (Z ww) fly) =y (Z i f (fﬂ)
por lo tanto
fly) =y <$ > xz'f(l’")>

es decir, f es una derivacion interior. H

A continuacién, finalizamos la demostracion del Lema de Whitehead para una repre-
sentacion cualquiera de dimension finita V.

Demostracion del teorema en el caso general. Sea V' una representacion de dimensién
finita de un algebra de Lie semisimple gy D : g — V una derivacién. Si V' es simple, vale
el lema de Whitehead para V' y no hay nada que probar. La prueba en el caso no simple
procede por induccién en la dimensién de V. Si V' no es simple, admite una subrepresen-
tacion simple S y la dimensién de V/S es estrictamente menor que la dimensién de V,
por lo tanto, podemos asumir vélido el lema de Whitehead para V//S. Esto significa que si
consideramos _

D:g—V/S

x — m(D(x))

dado que 7 : V' — V/S es morfismo de representacion, D es una derivacién y, por hipétesis
inductiva, es interior. Luego existe 7, € V/S tal que

D(z) = 2.7y, Vx € g
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Si tomamos vy € V tal que 7(vy) = vy, tenemos entonces que la clase de D(z) — zvy médulo
S es cero, luego
D'(z) := D(z) — zvy

es una derivacion a valores en S. Sabemos que las derivaciones a valores en S son interio-
res, por lo tanto existe sy € S tal que D’(x) = x.so. Como consecuencia de esta igualdad y
de la anterior, obtenemos

x.59 = D(z) — z.vg, VX € g

o bien
D(z) =xz.(so+ ), Vz € g

Es decir, D es interior y el teorema queda demostrado.

Observacién 9.14. De la teoria de representaciones de s((2, C) hemos deducido que en una
representacion simple de dimension finita distinta a la trivial, el Casimir actia por un es-
calar no nulo. Esto es cierto para cualquier dlgebra de Lie semisimple, por lo tanto, cuando
hayamos probado este hecho en el capitulo 13, quedara demostrado el lema de Whitehead
para un algebra de Lie semisimple cualquiera, y asi también el siguiente corolario impor-
tantisimo de completa reducibilidad de las representaciones de dimensioén finita.

Teorema 9.15. [Weyl: Semisimplicidad o completa reducibilidad de las representaciones de dimen-
sion finita]. Sea V una representacion de dimension finita de un dlgebra de Lie semisimple g, enton-
ces V = @S; con S; subrepresentaciones simples.

Demostracién. Si V' es simple, no hay nada que probar. La prueba en el caso no simple
procede por induccién en la dimensién de V. Si V' no es simple, sea S C V' una subrepre-
sentacion simple.

Sea py : V — S es una transformacién lineal cualquiera tal que py|s = Idg entonces
Ker(py) es un complemento directo de S en V' como espacio vectorial, aunque no necesa-
riamente Ker(p) es estable por la accién de g. Sip, : V' — S tuviera la propiedad adicional
de que para todo = € g po(z.v) = zpo(v) para todo v € V, entonces Ker(py) seria un com-
plemento g-estable de S en V ie. V = S & Ker(py) suma directa de subrepresentaciones;
y, por hipétesis inductiva, Ker(p,) se descompondria como suma de subrepresentaciones
simples, y la prueba concluiria.

Observamos que el espacio vectorial

Homy(V, S)

es un g-modulo via
(@ ) =af(v) = f(av)

Para encontrar una aplicacién con las propiedades requeridas, fijemos p, : V' — S tal
que pols = Idg y consideremos transformaciones lineales de la forma

P=potq
con g : V — S verificando que ¢(.S) = 0. Sea entonces

W= {q: V — Stal que ¢(S) = 0},
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que es una subrepresentacién de Hom(V, S). Definamos D : g — W dada por
D(z)(v) = zpo(v) — po(x.v)
Efectivamente la imagen de D esta contenida en W pues, sis € S,
D(z)(s) = x.po(s) — po(x.5) = 2.8 — 2.8 =0

Afirmamos que la transformacién lineal D resulta una derivacién; en efecto, D(x) = z - pg
es una derivacién interior si la consideramos como mapa D : g — Hom(V,S). El punto
interesante es que py € Hom(V,S) pero claramente py ¢ W, pues po|s = Ids # 0. Esto,
si bien nos dice que D no es necesariamente interior, en cambio claramente nos dice que
es una derivacion. Pero por otra parte, toda derivacion es interior, por lo que debe existir
feWwW={{q:W —S:qls =0} tal que

Dx)=x-f
Es decir, existe f : V — Stal que f(S) =0y
D(z)v = apo(v) — po(z.v) = xf(v) — f(zw), VeegVveV
Si pasamos de miembro obtenemos

zpo(v) — 2 f(v) = po(av)(v) — f(zv), VregVveV

Es decir, la transformacioén lineal p; = py — f es morfismo de g-médulos, y como f(S) =0
resulta p;|s = Ids. Por lo tanto hemos conseguido un proyector g-lineal, luego Ker(p,) es
una subrepresentacion que complementa a S en V. [

9.4. Construccion natural

Consideremos V' = C[X, Y], el anillo de polinomios en dos variales y la aplicacién

s[(2,C) — Der(C[X,Y])

r— D, = X0y
y— D, =Y0x
hw— Dy = X0x — Y0y
Resulta Clz,y] = @OC[x,y]m, suma directa de espacios de polinomios homogéneos de

grado m. Esta es la descomposicion de C[z, y] como suma directa de subrepresentaciones
simples, donde cada una de las representaciones simples de sl(2, C) aparece una y solo una
vez.

Por ejemplo C = C - 1 es la representacion trivial, V' = CX @ CY es la representacion
standard de dimensién 2 de sl(2, C). El espacio de polinomios homogéneos de grado dos:
CX? ® CXY @ CY? tiene dimensioén 3 y es isomorfo a la representacion adjunta, con el
isomorfismo dado por XY <> h, X? <> 2, Y? < y.
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Ejercicios

. Sea V' = C? la representacién de definicion de s((2,C), es decir, viendo a sl(2,C) C

End(C?). Encuentre un isomorfismo explicito entre esta representacion y V,, donde V5
es la representacién de dimensién dos dada en el Teorema

. Sea V3 la representacién simple de dimensién 3 de sl(2, C). Encuentre un isomorfis-

mo explicito entre esta representacion (dada en la base del teorema y sl(2,C)™.

Mostrar de dos maneras distintas que V5" = V3 (isomorfismo de representaciones).

. Hallar una base de C[X, Y],,_;=polinomios homogeneos de grado m — 1 en donde la

accion de sl(2, C) coincida con las férmulas del teorema

Sea V; la representacion simple de dimensién 2 de sl(2,C), ;es V, ® V5 una represen-
tacion simple? Si no ;qué representaciones aparecen?

. Considerar V3 ® V5. Por cuestiones dimensionales ;cuéles son las posibles subrepre-

sentaciones? ;Cudles son los posibles autovalores del Casimir?

Si V es un espacio vectorial, denotemos por A*V al subespacio vectorial de V @ V
formado por los tensores antisimétricos, es decir, al subespacio generado por los ten-
sores de la forma v®@w —w ®v. Muestre que si V' es una representacion de un élgebras
de Lie g, entonces A%V es una subrepresentacion. ;Se complementa?

Denotemos por A*V al subespacio vectorial de V' ® V® formado por los tensores
antisimétricos, es decir, al subespacio generado por los tensores de la forma

Z (_1>UU0'1 ® Vo2 ® Vs3-

oES3

(Qué dimension tiene A*V ? (en términos de dim V). Muestre que si V' es una repre-
sentacion de un algebra de Lie g, entonces A*V es subrepresentacion de V@ V @ V.
Muestre que para V = g = sl(2,C), A%s[(2,C) = C, es isomorfa a la representacion
trivial.

. Denotemos por S?(V) al subespacio de V ® V formado por tensores simétricos, es de-

cir, el subespacio generado por tensores de la forma v ® w — w ® v. Mostrar que
S%(V*) se identifica naturalmente con las formas bilineales simétricas en V. Para
V = g = sl(2,C), descomponga S*(g*) (= S?*(g)) como suma directa de simples.
Concluya que dim(S?(g*)?) = 1, por lo tanto, toda forma bilineal simétrica invariante
es un multiplo de la forma de Killing y todo 2-tensor simétrico es un multiplo del
Casimir.
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10. Propiedades del sistema de raices de un algebra de Lie
semisimple

10.1. Corolarios de dimg, =1

Sea g un édlgebra de Lie semisimple compleja, h una subélgebra de Cartande gy ¢ =
(g, h) el sistema de raices correspondiente a la accién de h en g. Recordemos del capitulo
8 que g admite una descomposicién como suma de espacios raices de la forma

g:h@(@ga>
acd

Ademas, por la proposiciéon sabemos que dim g, = 1. Como consecuencia, obtenemos
el siguiente corolario:

Corolario 10.1. En b x b la forma de Killing estd dada por

K(H H')=> a(H)a(H')

acd
es decit, Klyxy = D pcqp O ® .

Demostracion. Sabemos que ady es diagonalizable y acttia por 0 en h y por a(H) en g,.
De la descomposiciéon g = h @ (Pacada), Obtenemos entonces que adyadys también acttia
por O en by por a(H)a(H') en g,. Tomando traza, dado que cada g, tiene dimensién uno,

obtenemos
R(H H') =Y o(H)a(H')

acd

Otra consecuencia del hecho de que dim g, = 1 es el siguiente resultado.

Corolario 10.2. Para toda o € ®, los vectores 0 # E,, € g, tales que [H, E,| = o(H)E, pueden
ser elegidos de manera tal que x(E,, E_,) = 1. La subdlgebra s, generada por {E,, E_,, H,} es
isomorfa a sl(2, C).

Demostracion. Como klg,«g_, € no degenerada, si tomamos 0 # E., € gi,, debe ser
k(Es, E_o) # 0, asi que podemos modificar uno de los dos para obtener la normalizacién
deseada.

Con la normalizacién anterior, tenemos

[Eon E—a] - Ha

[Ho, Eo] = a(Hy) B,
[Ho, E_o| = —a(H,) E,.

Esta subdlgebra de dimension tres es isomorfa a sl(2, C), normalizando convenientemente
una vez mas los vectores, por ejemplo sean

2 2

E' =FE, E = E_ ., H =
“ * a(H) “ a(Ha)
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entonces obtenemos las relaciones
[Ee. EL.] = H,
[Hy, EG) = 2E,
[H.,E' )= —2E..

10.2. Corolarios de las acciones de s[(2, C). Integralidad

Utilizaremos ahora el conocimiento sobre las representaciones de sl(2, C) para obtener
atin mas restricciones en los sistemas de raices. Consideremos la a-cuerda que contiene a
B, es decir, a las raices del tipo 5 + no, conn € Z.

Proposicion 10.3. Sea a € ¢, 5 € U {0}.

1. La a-cuerda que contiene a 3 tiene la forma 3 + no donde —p < n < ¢, con p,q > 0, sin
huecos; mds atin,
_ 26(8,qa)

k(a, @)

y en particular w € Z.

(a,@)

2. Si B+ na nunca es cero, definimos sl,, la copia isomorfa a sl(2, C) generada por H, E!,, E"
Y g = & gpina, entonces g’ es una representacion irreducible de sl,,.
nez

Demostracién. Si  + no = 0 para algtn n, el resultado ya lo sabiamos, pues los tinicos
multiplos de 3 que pueden ser raices son +/3, asi que supondremos 3 + na es nunca cero y
mostraremos 1y 2 simultdneamente.

Sabemos que ady se diagonaliza en g’ y los autovalores son

_ 26(B,a)

(B +na)(H,) = w(0.0) +2n

!
(6+na)(H> - /43(0!, Oé)
que sabemos que son enteros. Como para distintos n € Z, los autovalores son diferentes,
cualquier subespacio H'-invariante es suma directa de ciertos gg n, y lo mismo para los
sly-invariantes. Sea V' un subespacio sl,-invariante e irreducible y sean —p y ¢, respecti-
vamente, el minimo y el maximo n que aparece en V, es decir que los elementos de la
a-cuerda que contiene a [ correspondientes a elementos de V' son

ﬁ_pav ) ﬂ_aa 6+07 /B+aa 6+2aa ) 6+qa

aunque toda la a-cuerda que contiene a 3 consiste eventualmente de

'aﬂ_pa> Ty ﬁ_aa 5+07 B+CY, 54—2&, Ty 5_‘_(]@7

Sabemos que los autovalores de ad; en cualquier representacién irreducible de dimen-
sion finita son de la forma m — 2i conm = dimV — 1,7 = 0,..., m. Como esos autovalores
saltan de a dos, entonces el n que aparece en V' salta de a uno. Por lo tanto

2r(5, )

=g
" k(a, @) T
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_ 2k(B, a)

k(a, a)

Sumando miembro a miembro, dividiendo por dos y pasando de término, obtenemos:

26(8, a)
— N —P—q
Ko, )
Si ahora V' es otra componente irreducible de g’, entonces, el argumento anterior aplicado
a V' nos dice que
2’%(6 ) Oé) o /
—7 N —DP—4q
K(a, )
donde —p’ y ¢’ son, respectivamente, el minimo y el méximo n tal que 0 # ggn. aparece en
g’. Notar entonces que p — g = p' — ¢’. Como V' y V' estdn en suma directa y en la cuerda no
puede haber superposiciones (todos los g, tienen dimemsion 1) necesariamente —p' > g o
¢’ < —p. Por simetria, es suficiente considerar s6lo uno de los dos casos, digamos

SR

ﬁ_paa Tty B—i_qa

y oo

,"'lﬁ—p,@, ] B+q/a

Es decir,
—p<qg<—p <4
Luego ¢’ > gy —p' > —py por lo tanto

¢ —p >q—p

lo cual contradice el hecho de que deberian ser iguales. O

Corolario 104. Si o, 5 € U {0} y a # — [, entonces [ga, 95] = Ga+ -

Demostracion. Ya sabemos que [ga, 85] € ga+s, queremos ver que vale la igualdad. Sia =0
es claro, supongamos entonces que o # 0.

Sia = 3, entonces 2a no es raiz y [gq, o) = 0 = ga. Lo mismo si § # 0 y es un multiplo
entero de « distinto de —a. Si § = 0, tenemos que [ga, 9o] = [ga, ] = Gao-

Si B + na nunca es cero, consideramos sl, actuando en g’ = ®,c2051na- Vemos que los
vectores raices Fjs.,, corresponden, excepto eventualmente por un multiplo escalar, a los
vectores v; del teorema El tinico v; donde E,, acttia como cero es vy, que corresponde a
Egqa- Sifuera [E,, Eg] = 0, entonces ¢ = 0y esto implica que a + (8 no es raiz. O

Corolario 10.5. Sean «, 3 raices tales que [3 + no nunca es cero, n € Z. Si E,, E_, y Eg son
vectores raices de g1, Y 9 respectivamente y p y q son los enteros de la proposicion anterior, entonces

q(1+p)
[E_a; [Ea, Ep]] = TO‘(HCX)K<E@7 E_.)E;s
Demostracion. Por conveniencia, dado que ambos miembros de la igualdad son lineales en
E, y en E_,, podemos renormalizarlos de manera tal que x(E,, E_,) = 1. Si llamamos
e = ﬁEa, f=FE_ h= ﬁ}[a, entonces e, f, h son los generadores que nos dan el
isomorfismo entre sl, y sl(2, C) y la férmula que queremos probar es equivalente a

k(a, @)

2

£.le. Bol) = P s, o)
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o bien
[f, e, Esl] = q(1 +p)Es

Sabemos que g’ es un sl,-médulo irreducible y que el vector Ejs. 4, corresponde, a menos
de multiplo, a vy. Como Ej es un multiplo de (ad;)!(Eg.44.) entonces Ez es un multiplo de
vg. Pero el Teorema[9.1nos dice exactamente como acttian los generadores de sl(2, C) en los
v;, tenemos entonces

[ le; Egll = g(A — g+ 1) E
donde A =dimg' — 1 =p+¢q,luegog(A —qg+1)=q(p+1). ]

10.3. Geometria en el espacio real generado por las raices

Corolario 10.6. Sea V' el subespacio real generado por todas las raices o en b*, entonces la restric-
cién de la forma de Killing a V' x V' es un producto interno. Mds aiin, si b, denota el subespacio real
generado por los H,, entonces b, es una forma real de by y los elementos de V' son exactamente las
funciones lineales en h que toman valores reales en b, es decir, V == b, el dual real.

Demostracion. Sean ¢, € ®, entonces

K(6,0) = K(Hy, Hy) = > B(Hy)B(Hy) =Y k(B ¢)K(5, 1)

ped BeD

Esto muestra que a(H,) = k(H,, H,) = k(a,a) es una suma de cuadrados, que veremos
que son reales, y por lo tanto, k(—, —) resultard definida positiva.
Utilizando la férmula, para cada /3

_ 2k(a, )
L )

obtenemos
wlasa) = 3 n(d ) = 3 (2 - a)ge(ene)
ped ped

entonces, dado que k(«, o) # 0 por el item 4 del lema podemos despejar

4
> (ps — qs)?

Bed

k(a,a) =

y por lo tanto x(a, «) es racional, lo cual a la vez implica que x(c, ), que es un multiplo
racional de x(«, o) es a la vez racional, en particular es real. El resto de la proposicion es
standard, se deja como ejercicio al lector. O

Dado un vector a en un espacio con producto interno (—, —), se puede considerar la
reflexién con respecto a un vector « a la transformacion lineal que deja fijo el hiperplano
ortogonal a @ y manda a en —a. Se puede ver facilmente que la transformacién lineal

20, v)

|o?

U sa() =9 —

tiene esas propiedades, luego ésta es la férmula de la reflexion con respecto a a.
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Proposicién 10.7. Para toda raiz o, la reflexion s, con respecto a o preserva ®.

Demostracion. Sea 3 una raiz, entonces

=0B—-(p—-qa=p+(q—pa

Como —p < g—p < ¢, entonces [+ (¢ — p)a estd en la a-cuerda que pasa por 3, y no puede
ser cero porque las reflexiones preservan la norma, por lo tanto s,(/3) es una raiz. O
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11. Axiomatica de los sistemas de raices

11.1. Reflexiones en el espacio euclideo

Sea E un espacio euclideo de dimensién finita, es decir, un espacio vectorial sobre R
munido de una forma bilineal, simétrica, definida positiva x(—, —), i.e. un espacio producto
interno real.

Una reflexién es una transformacion lineal que deja fijo un hiperplano y transforma al
vector normal al hiperplano en su negativo. Toda reflexién es una transformacién lineal
ortogonal, es decir, preserva el producto interno. Todo vector no nulo o determina una
reflexioén o, la reflexiéon con respecto al hiperplano ortogonal P = {3 : k(«, 3) = 0}. Dado
que el ndmero 2:E§ 3 ocurre frecuentemente, se abreviard por (5, ). Notar que (—, —) es
lineal sélo en la primera variable.

Recordemos que la férmula explicita de la reflexion con respecto al hiperplano P es

o ohBie)
Ua(ﬁ)_ﬂ 2)“&(0[,0[)05_6 <B,OC>CY
pues es claro que esta transformacion lineal deja fijo a 5 si k(8, ) =0y o,() = —cv.

11.2. Sistemas de raices

Un subconjunto ® de un espacio euclideo F se llama un sistema de raices en £ si satis-
face los siguientes axiomas:

(R1) es finito, genera £ y no contiene al 0.
(R2) Sia € @, los tinicos multiplos de o en ® son +a.
(R3) Sia € @,lareflexién o, deja ¢ invariante.

(R4) Sia, s € P, entonces (o, 8) € Z.

Para un sistema de raices ®, se define el grupo de Weyl W = W (®) como el subgrupo
del grupo ortogonal de E generado por {0, : @ € ®}. Notar que W puede considerarse
como un subgrupo de las permutaciones del conjunto de raices y, por lo tanto, es finito.

Ejemplos de sistemas de raices con V = R?

1 ° [ ]
] 1 @
05 L] L] L] L]
-1 0.5 0 05 4 T
e 1 —O @
-1 0 1
L] [ ] L] L]
] [
) 1 ) T

Son los correspondientes a las dlgebras de Lie semisimples compleja de rango 2:
A1 @ Ay; Ag; By = Cy; Go.

En esta lista, las dlgebras de Lie son todas simples, excepto la de tipo A; @ A;.



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 94

Teorema 11.1. El conjunto de raices de un dlgebra de Lie semisimple compleja respecto de una
subdlgebra de Cartan Yy es un sistema de raices en by,

El siguiente lema resume las propiedades de sistemas de raices.

Lema 11.2. Sea ® un sistema de raices en un espacio euclideo E, sean «, 3 € $ entonces

1. (8,a) = 2% =0, 41,42, +3.
2. Si B # +ay|a| > |B| entonces (B, a) = 0,+1.

3. Sik(a, ) > 0entonces a« — 5 € ®. Si k(a, 5) < 0 entonces o + 3 € .
4. Sia, B € ®peroa+ [ ¢ D entonces k(a, f) = 0.

5. La a-cuerda que contiene a [ tiene a lo sumo 4 elementos. Mds precisamente consiste de
{B+ma:—p<m<q} C ddondep,qg>0yp—q=(5,aq).

Demostracion. 1. Sean 0 # «, 3 € ® C E. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

k(e B)] < lal.|B|
entonces 5 5
|T.S|: H(OKMB) K(57Oé) 4
(B, 8) Ko, )
donde r = 2:(%%) ys= 2:((;’;)), y vale la igualdad si y sélo si 5 = ca con ¢ = £1 pues ay
son raices. En caso de igualdad, obtenemos |r| = |s| = 2. En el otro caso, |r.s| < 4, es decir

[7].|s| < 3y la conclusién es obvia, pues r, s € Z.

2.51 5 # tay |a| > || entonces

2 (a, )
<05, 9) ' -

desigualdad de enteros cuyo producto es menor 6 igual que tres y no son ambos iguales a
dos (este caso ocurriria s6lo si f = +a); en consecuencia el més chico es menor 6 igual que
uno.

2k(B, a)

k(a, @)

s = [{a, B)] = =B, a)l=r

3. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a y 5 son raices no proporcionales,
y que |a| < |f]. La hipétesis x(a, 5) > 0y el item 2 implican

2(0,8) _ 20 f)

K(8, B) 512

a—/@:a—(%)ﬁzw(wefb

El caso |o| < |3] se obtiene reemplazando a 3 por —f.

Por lo tanto

4. Se obtiene como consecuencia directa del item 3.
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5. Sean —p y ¢, respectivamente, el minimo y el maximo n tal que 5 + na € ® U {0}.
Si la a-cuerda que contiene a 3 tuviera huecos existirian r,s € Z con r < s — 1 tales que
f+raec ®U{0}pero S+ (r+1)a¢ PU{0}yS+saec PU{0}perof+(s—1)a ¢ PU{0}.
El item 3 implica
kK(B+ra,a) >0 vy kK(B+sa,a) <0

Restando la segunda desigualdad de la primera, obtenemos
(r—s)a*>0

lo cual implica » > s que es absurdo. Concluimos que la a-cuerda que contiene a  no tiene
huecos; en particular, la longitud de la cuerda esiguala p + ¢ + 1.
A continuacién,

Sa(B + na) = s4(8) + nsq(a) = 5 — (M>a—na:ﬁ— (n—l—%)a

|o?

Esto dice que la a-cuerda que contiene a f3 es estable por la reflexién s,. Ademads, el hecho

—p <n < gimplica —¢ < n+ |( E b < p. Tomando n = ¢ se obtiene ‘(‘T B <p—yg; por otra

parte, tomando n = —p se obtiene |( E 5 > p—q.

Finalmente, calculemos el largo de la cuerda. Sea el elemento 3 := 3 + qa, la raiz de la
a-cuerda que contiene a 3 que se encuentra “mads a la derecha”. Consideremos la a-cuerda
que contiene a 3, que coincide con la a-cuerda que contiene a 3, pero con ¢ = 0y p+ 1 igual
a la longitud de la cuerda; por lo tanto, esta longitud es igual a

- . 2/1a~

11.3. Raices simples

Un subconjunto A C  C FE se dice un sistema de raices simples, si
1. A es una base de I como espacio vectorial

2. Cada raiz § € ® se escribe como 3 = > ¢, con todos los coeficientes ¢, enteros,
acA
todos > 0 6 todos < 0.

Notar que la escritura § = ) c,a es tinica pues A es una base. Ademas, el cardinal de A
acA
es |A| = ¢ =dim E; en el caso de E = b y © el sistema de raices asociado, |A| = rank g. Se

define el nivel o altura de una raiz § = ) ¢,q, relativa a A, al nimero entero ) c¢,.
a€A aEA

Teorema 11.3. Todo sistema de raices ® admite un sistema de raices simples.
La demostracion se obtendra como corolario de la proposicién[I1.5

Lema 11.4. Si A es un sistema de raices simples, o, B € A, entonces (o, ) < 0y a — [ no es
raiz.
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Demostracién. En efecto, si ocurriera que (o, #) > 0 entonces a — 3 seria raiz y tendriamos
una raiz que se escribe como combinacién lineal con coeficientes que son enteros, pero de
signos diferentes. [

Volviendo al teorema, para determinar las raices positivas y las negativas hacemos la
siguiente construccion. Sea E un espacio euclideo que contiene al sistema de raices ®. Para
v € E definimos

T (y) ={a € ®: k(a,v) >0}

es decir, ®*(v) consiste de aquellas raices que quedan del “lado positivo” i.e. del mismo
lado que v, con respecto al hiperplano ortogonal a .

Para cada a € @, llamemos P, al hiperplano ortogonal a a. Sabemos que una unién
finita de hiperplanos no puede cubrir a todo el espacio, luego

E\(|JP)#0

acd

Tomemos v € E'\ (|J P.), entonces es claro que si « es raiz, entonces «(7y, ) > 0 6 bien
acd
k(7,a) < 0, en el segundo caso tendremos x(y, —a) > 0, es decir:

o=t () [ ()

Decimos entonces que ®7(7) es una eleccion de raices positivas y que @~ () := —P* () es
el conjunto de raices negativas.

Dentro del conjunto de raices positivas, decimos que una raiz o es descomponible si
existen f;, B, raices positivas con o = 3; + 32, en caso contrario, diremos que « es indes-
componible. El teorema quedard demostrado luego de probar el siguiente resultado

Proposicion 11.5. Sea v € E \ (|J P.), entonces el conjunto A(~y) de raices positivas indescom-
acd
ponibles es un sistema de raices simples y todo sistema de raices simples es de esta forma.

Demostracién. En cuatro pasos:

1. Cada raiz positiva es combinacion lineal entera no negativa de raices simples. En efecto, fi-

jemosy € E\ (|J P,)y consideremos todos los valores (7, «) donde « es una raiz
acd
positiva que no se pueda escribir como combinacién entera no negativa de raices

indescomponibles. Tomemos « tal que ese valor sea minimo. Si « fuera indescompo-
nible, tendriamos un absurdo pues o = 1-a es combinacién lineal entera no negativa
de raices simples. Si o se descompone, supongamos a = [3; + [, con f3; positivas,
entonces

k(@) = K(y, Br) + K(7, Ba)

donde cada término es estrictamente positivo, luego (v, ;) < (7, «); la minima-
lidad de (v, «) implica que 3; es combinacién lineal entera no negativa de raices
simples, y, por lo tanto, o también, absurdo. Concluimos que no hay raices positivas
que no sean combinacién lineal entera no negativa de raices simples.

2. Sia,f € A(y) entonces k(a, ) < 0 salvo cuando o« = . En efecto, si k(«a, 5) > 0,
entonces o — J seria raiz. Hay dos posibilidades, o — /3 es positiva 6  — « es positiva.
En el primer caso, a = (a — ) + 3, luego a se descompondria, absurdo. El otro caso
es analogo.
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3. A(7) es un conjunto linealmente independiente. Si no lo fuera, supongamos
0= Z To
acA(7)

con 7, € R. Separando los indices entre los « tales que r, > 0y los & donde r, < 0

podemos escribir
Z Sq00 = Z tgf

con s,,tz > 0y el conjunto {« tales que s, := r, > 0} disjunto de {/ tales que t5 :=
—rg > 0}. Llamemos € := ) | 5,0, luego

k(€ €) = Z satgr(a, B)
a,B

y k(o B) < 0 pues son raices indescomponibles diferentes, por lo tanto e tiene norma
al cuadrado menor o igual que cero, luego ¢ = 0. Pero entonces

0=r(7,6) =Y saki(7,0)

y como «(7, ) > 0 obtenemos s, = 0 para todo « que aparece en la suma. De manera
similar los ¢3 deben ser cero para todo f.

Notar que A(7y) es un sistema de generadores, pues genera ®, que, a la vez, por (R1)
es un sistema de generadores de E; por lo tanto hemos demostrado que es una base
de E.

4. Todo sistema de raices simples A es de la forma A(7).
Dado A un sistema de raices simples, tomemos ~ tal que (7, «) > 0 para todo o € A.
Del hecho de que la interseccién de semiespacios dados por una base es un conjunto
no vacio (ejercicio!) sabemos que un ~ tal debe existir. Es claro que ®* C &*(~), pero
como también debe valer &~ C @&~ () entonces vale la igualdad. Es claro también
que A consiste de elementos indescomponibles, por lo tanto A C A(v), pero como
ambas son base de E, tienen el mismo cardinal, y por lo tanto, coinciden.

]

Proposicion 11.6. Sea E un espacio euclideo con sistema de raices ® y A = {oq,...,ap} un
sistema de raices simples, entonces VW(A) estd generado por las reflexiones s, con o; € A. Ademds,
si B € ®existen a; € Ayw € W(A) tales que f = w(«;).

Demostracion: [Knl], proposicién 2.62.

11.4. Matriz de Cartan

Sea E un espacio euclideo, ® un conjunto de raices y A un sistema de raices simples,

que enumeramos A = {ay, ..., a,}; la matriz A de coeficientes
Ajj = (o, a)
N . . . 2 e
se denomina la matriz de Cartan de ®. Sus coeficientes («;, o) = % son enteros y se
VRha¥)

denominan enteros de Cartan.
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Ejemplo 11.7. Para rango 2, las matrices de Cartan son las de los siguientes tipos

2 0 2 —1 2 =2 2 —1
A1><A1:(0 2); Ag:(_l 2); B2:<_1 2); G2:<_3 2).

Cada matriz de Cartan depende de A y de una enumeracién; distintas enumeraciones
producen matrices de Cartan conjugadas por matrices de permutacién. Recordemos que
toda matriz de permutacién P es la matriz correspondiente a una transformacién lineal que
permuta los elementos de una base; en particular, es inversible y consiste de coeficientes 0
y 1; al conjugar por P se obtiene la matriz de la transformacién lineal en la nueva base que
no es més que una reordenacién de la base anterior.

Propiedades de las matrices de Cartan:

1. A;; € Z para todo ij.

2. A; = 2, ie. los coeficientes de la diagonal son todos iguales a 2 pues (a;,«;) =
gelond) _ o
K(a,0)

3. A;; <0paratodoi # j.

5. Existe una matriz diagonal D tal que D;; > 0y DAD™! es simétrica definida positiva,
en particular A es no singular.

Mas precisamente D;; = || = /k(ay, ;) y (DAD™Y);; = 2k(ay, ), que son los
coeficientes de la matriz del producto interno en E.

Proposicién 11.8. La matriz de Cartan determina ® a menos de isomorfismo.
Un enunciado equivalente a la proposicioén anterior es el siguiente.

Proposicién 11.9. Sean (E,®) y (E', ®') dos espacios euclideos con sistemas de raices ® y @/,
respectivamente. Si A es un sistema de raices simples de ®, A’ es un sistema de raices simples de @’
y existe una funcion biyectiva 7 : A — A’ que verifica

2k(0ay, o)) B 2r(Toy, TOy)

r(ay, o) kT, Tay)
entonces T se extiende a un isomorfismo entre E 'y E' induciendo un isomorfismo entre  y @',

Demostracion. Es claro que una biyeccion entre las bases provee un tinico isomorfismo line-
al entre los espacio vectoriales £ y £, que seguiremos llamando 7. Queremos probar que
7O = ',
La hipétesis de preservar los enteros de Cartan asegura que, para o, 3 € A
2r(e, ) 2k(e, )
— TQA=T — al| =71(04
(o) B (0a(5))

k(a, @)

2k(Ta, 76)
" k(ra, Ta)

O-TC!(T/B) :Tﬁ :Tﬁ

Esta igualdad dice que la imagen por 7 de 0,() pertenece a ¢’, pues es el reflejado de una
raiz. Ademas, toda 7 € & se puede escribir en la forma v = 0,, - - 04, (8), con a;, 8 € A

(proposicién|11.6), entonces
TY = Oray "+ Ora, (TB) € '
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Por lo tanto, 7® C @'.

Para la contencién 7® D ¢', podemos argumentar del mismo modo para 7' o bien
utilizar un razonamiento andlogo en ®'. Es decir, si 7' € @’ existe w € W tal que wy' es
una raiz simple; escribamos w™! = 0o, " Ol producto de reflexiones con respecto a raices
simples, entonces

7/ = 0a) """ Oa, (B/)
donde 5’ € A'. Por otra parte, o, = 7(o;) y ' = 7(5), con i, f € A, entonces

V' = 0ray 070y (TB) = T (0ay -+ 00, (B))

Sabiendo que o, - - - 04, (8) € ®, concluimos que v € 7(P). O

11.5. Diagrama de Dynkin

Si A un sistema de raices simples correspondiente a un sistema de raices abstracto ® en
un espacio euclideo £, sean o # € A; sabemos que (o, §)(5,a) = 0,1,2,3.

Se define el diagrama de Dynkin de A como el grafo multiple con tantos vértices como
elementos de A y tantas aristas uniendo « con 5 como el nimero natural (o, 8)(8, ). En
caso de haber més de una arista entre dos vértices, se coloca un signo de desigualdad
sefialando la raiz de mayor longitud.

Ejemplos:
A X Ay O 0O
AQ O—O
By C=0
Go O==0

Ejercicio 11.10. En cada caso, deducir las matrices de Cartan a partir de los diagramas de
Dynkin, dados en el teorema (11.11} en particular:

a) Probar que la matriz de Cartan correspondiente al diagrama de Dynkin de tipo

Ay O—O—0O—0O eslasiguiente:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0o -1 2 -1
0O 0 -1 2

b) Probar que la matriz de Cartan del diagrama de Dynkin Fy, : O—O—=0O—0O es
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la siguiente:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0 -2 2 -1
0O 0 -1 2

c) Probar que la matriz de Cartan del diagrama de Dynkin de tipo Ej es la siguiente

2 0 -1 0 O
o 2 0 -1 0
-1 0 2 -1 0
0 -1 -1 2 -1
o o0 0 -1 2 -
o 0 0 0 -1

N =R OO OO

Un sistema de raices abstracto ¢ se dice irreducible si no se descompone como unién
disjunta de dos subconjuntos propios (componentes) mutuamente ortogonales. Si A es un
sistema de raices simples de ®, se obtiene que ¢ es irreducible si y s6lo A es irreducible.

Mas atn, resulta que A es irreducible si y s6lo si el diagrama de Dynkin correspondiente
es conexo, si y solo si el dlgebra de Lie semisimple, compleja es simple. La clasificaciéon
de &lgebras de Lie simples se desprenderd entonces de la clasificacion de los diagramas
de Dynkin conexos, junto a los teoremas de reconstruccién de un dlgebra a partir de su
diagrama de Dynkin. Enunciamos ahora los teoremas pertinentes que demostraremos maés
adelante.

Teorema 11.11. 1. Si ® es un sistema irreducible de raices de rango ¢, entonces el diagrama de
Dynkin correspondiente es alguno de los siguientes:

lAg,EZl
1 2 3 4 -1 ¢
O—0—0—0— ~ —0—0
lBg,€Z2
1 2 3 4 -1 ¢
O—0—0—0— -+ —0=0
lOg,€Z3
1 2 3 4 -1 7
o—0—0——0— - O=0O
m D, 0 >4
ve= 1 2 3 4 -2 ¢
0—O—0—0— - 0 °
u E61E7/ ES Q€_1
2 2
1 3 4 5 6 1 3 4 5 6 7
Oo—O—CO—C0O——>0 O—O—CO—C0O—C0O—->0

O
O w
P
O
OR°N
O
O w
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. F,
1 2 3 4
O—C=—0—~=~_0O

e
? 1 2
C==0

El subindice es exactamente igual al rango del dlgebra de Lie, a la cantidad de vértices del diagrama
de Dynkin y al cardinal de todo sistema de raices simples correspondiente a ®. Los diagramas ante-
riores son todos no isomorfos.

2. Para cada diagrama de Dynkin (o matriz de Cartan) de tipos A, a G de la lista anterior, existe
un sistema irreducible de raices ® de rango ¢ tal que su diagrama de Dynkin es el dado.

Para las algebras de Lie simples clésicas sl(¢ + 1,C), so(2¢ + 1,C), sp(2¢,C) y s0(2¢,C)
hemos dado explicitamente el sistema de raices y a éstos les corresponde un diagrama de
Dynkin de tipo Ay, By, Cy 'y Dy, respectivamente, via la matriz de Cartan.

Para los diagramas de Dynkin de tipos Es, E7, Es, Fy y Go, llamados excepcionales, se
construyen sistemas de raices, y mds tarde, como consecuencia del teorema de Serre, se
obtiene un algebra de Lie abstracta correspondiente a cada tipo.

La clasificacion de las dlgebras de Lie semisimples se obtiene de la de los Dynkin

La clasificacion de los diagramas de Dynkin serd hecha mds adelante, ver teorema|11.22)

Teorema 11.12. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja, sea b una subdlgebra de Cartan de
g y © el sistema de raices correspondiente. Si g = @D._, g; es su descomposicion en subdlgebras
de Lie simples, entonces h; = b N g; es una una subdlgebra de Cartan de g;; el sistema de raices
® asociado a by se descompone & = @1 x --- x .. Si A; es una eleccion de raices simples de ®;,
entonces A = A; U - - - A es una eleccion de raics simples para ®. La matriz de Cartan asociada A
resulta una matriz en bloques A; & --- & Ay.

El teorema reduce el problema de clasificacion a las simples.

Teorema 11.13. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja, sea b una subdlgebra de Cartan de g
y ® el sistema de raices correspondiente; Fijemos una base A de ® entonces g estd generada como
algebra de Lie por {0 # x,, 0 # 2_4 : T1n € xafaen

La demostracion de este teorema estd contenida en la proposicion del préximo
capitulo.

Un conjunto {0 # z,, 0 # T_4 : Tiq € Giataca €S Un conjunto standard de generado-
res de g si hy := [2a,2_o] € b satisface a(h,) = 2; notar que h, queda asi univocamente
determinado a partir de .
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11.6. Clasificacién de las matrices de Cartan y los diagramas de Dynkin

2 —a

-b 2
existe una matriz diagonal D tal que DAD~! es simétrica y definida positiva, en particular
det(A) > 0, es decir

Consideremos una matriz de Cartan abstracta de tamarno dos: A = ) .Como

4—ab>0

Como a y b son enteros no negativos, ésto dice que ab = 0, 1, 2, 3, por lo tanto las posibles
matrices de Cartan 2 por 2 (a menos de transponer) son:

20 2 -1 2 -1 2 -1
02)"\ -1 2 )"\ -2 2 )7\ =3 2
que vemos que corresponden a A; x A;, A, By y G respectivamente.
Si A es una matriz de Cartan de cierto tamafio / y elegimos un indice 1 < i < ¢, podemos

formar una matriz A de tamafio —1 a partir de A borrando la fila y columna . Es obvio que
esta matriz cumple con los requisitos de integralidad tanto como A y si D = diag(dy, ..., dy)
es una matriz diagional tal que DAD™! es simétrica y definida positiva, entonces también

DAD! es simétrica y definida positiva, donde D= diag(dy,...,d;,...,d,) se obtiene de D
al quitar la fila y columna 7. Por lo tanto A es una matriz de Cartan.

Corolario 11.14. Sea A una matriz de Cartan abstracta, entonces, para todo i # j, AjjA; =
0,1,2,3.

Demostracién. Utilizando el procedimiento de eliminar una fila y columna, podemos repe-
tir hasta eliminar todas las filas y columnas distintas de la ¢ y la j y asi lograr una matriz 2
por 2. El resultado se sigue del célculo en 2 por 2. O

Dada una matriz de Cartan, recordemos que el Diagrama de Dynkin es un grafo orien-
tado; si nos olvidamos de la orientacion, este grafo estad determinado por la siguiente regla:

Si A € 7", entonces el diagrama de Dynkin que le corresponde tiene ¢ vértices y, entre
un vértice ¢ y otro j, hay tantas aristas como A;;A;;.

Ejemplo 11.15. Verificar la correspondencia entre cada matriz de Cartan y el diagrama de
Dynkin:

Matriz de Cartan  Diagrama de Dynkin
(3% o o
( —2 1 _21 ) ’ O—0

(27%) o=

(

2 -1 -
-3 2)’ O=
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2 -1 0 0
-1 2 -1 -1
0 -1 2 0 |’ O—0—0
0 -1 0 2

O

Es claro que una renumeracién de los vértices del diagrama de Dynkin conduce a dife-
rentes matrices de Cartan, pero éstas difieren entre si por la conjugacién de una matriz de
permutacién. Por lo tanto la clase de permutaciéon de una matriz de Cartan abstracta esta
completamente determinada por su diagrama de Dynkin.

11.7. Restricciones

Mostraremos otra lista de restricciones que tienen los diagramas de Dynkin asociados
a matrices de Cartan abstractas:

Proposicién 11.16. Los diagramas de Dynkin asociados a matrices de Cartan abstractas tienen las
propiedades que se enuncian a continuacion. Sea ¢ el tamafio de una matriz de Cartan dada, igual a
la cantidad de vértices de su diagrama de Dynkin asociado, entonces

a) La cantidad de pares i < j que tienen por lo menos una arista uniendo i con j es menor
estricta que /.

b) No contienen lazos.

c) Alosumo 3 aristas llegan a cada vértice.

Demostracion. Sabiendo a), si el diagrama tuviera un lazo, podriamos eliminar todos los
vértices que no estuvieran en el lazo y entonces tendriamos un diagrama circular que pro-
vendria de una matriz de Cartan, digamos de r vértices, que tendria por lo menos r aristas,
lo cual serfa una contradiccién con a); esto prueba b).

Para demostrar a) introduciremos vectores en R que nos mostrardn cémo recomponer
un sistema de raices a partir de una matriz de Cartan.

Sea A de Cartany D = diag(dy,...,d,), d; > 0, tal que DAD™' es simétrica y definida
positiva. Sea () la matriz dada por

DAD™' =2Q

el factor 2 estd a prop6sito para que () tenga unos en la diagonal. La matriz () es simétrica
y definida positiva, luego tiene una raiz cuadrada simétrica y definida positiva, que llama-
remos Q'/2. Sean ¢; € R los vectores columna de Q'/?, es decir, ¢; = Q'/%¢; para1 < i </,
entonces

w1, 07) = £(Q%ei, Q'V%¢j) = K(Qei,e5) = Qi
Notar que x(¢;,¢;) = 1, entonces si a; = d;¢;, la norma de estos vectores es |o;| = d;, el
conjunto {«;} es un sistema linealmente independiente y se obtiene

Ay = 2(D7'QD)i; = 2d; ' Qiyd; = 2d; dik(¢s, ;)

_ o O 1
= 2d;'djk (E’ d_j) = Qd—igﬁ(%%‘)
_ 2/@'(041-,%)
|ovi |
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Como consecuencia,

K(ov, ay)

[\]
I
~—

|ovi|? |2 || 2|y

entonces

‘ K, a;) k(g o)
_ Z 1y (g _'_22 1y Xy
— || v |avi o]

i<j

Dado que A;;A;; = 0,1,2,3, si eliminamos los casos en que da cero, que ocurren exacta-
mente entre vértices no conectados por ninguna arista, tenemos - /AijAﬂ =1, \/5, \/3, que,
en cualquiera de los casos, es mayor o igual que uno. Por lo tanto

0< (=Y \/A;Aj < —4#{paresi < j conectados}

1<j

Para demostrar c), consideremos un vértice i cualquiera, al cual, en la notacién anterior,
le asignamos el vector «;; a la vez, sean f, ..., 3, los elementos correspondientes a los
vértices conectados con el vértice ¢ a través de [, aristas (lineas) cada uno. Notar que el
diagrama correspondiente a esta situacién es de la forma

2 B Ba
Lol
3 L
fr=—=a,—
l1

Como el diagrama no tiene lazos, tenemos que (5;, 5,) = 0, es decir, {f1,...,5,} es un
conjunto ortogonal y, renombrando « := «;, el conjunto {f, . .., 5, a} es linealmente inde-
pendiente. Sea U el subespacio generado por {f,..., ., a} y sea § un vector de norma
1 ortogonal a todos los 3., de manera que U también estd generado por {5i,...,5,,0}.

Sabemos que («, §) # 0 porque o no es combinacién de los f,.
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Como {f,..., 5,,0} es un sistema ortogonal, tenemos

n 57~ 2
laf? = ﬁ(@,—) + k(a, 6)? > ( )
; 5] Z 15

Recordemos que [,, la cantidad de aristas que conectan oy f3,, esigualal, = (o, 5,)- (5, ),
por lo tanto

21 Gkl B) k(B a
1>Z| ( !ﬁr\) = I W Zl

r=1

es decir que > I, < 4. O

Colapso de aristas

Consideremos la siguiente operacion entre diagramas de Dynkin:

(*) Si dos vértices estin unidos por exactamente una arista, contraemos dicha arista e identifica-
mos los vértices.

Ejemplo 11.17. Contrayendo la arista punteada de

N
N

O

ope

/

O

obtenemos

O\O/O
N

Proposicién 11.18. La operacion en matrices de Cartan correspondiente a la operacion anterior (*)
en los diagramas de Dynkin preserva la propiedad de ser de Cartan.

Demostracién. Las condiciones de integralidad son claras, veamos la parte de simetrizacién
y definicién positiva. Primero, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los dos
vértices que estan unidos por una tinica arista son exactamente los dos tltimos vértices del
diagrama, por lo cual la matriz de Cartan inicial es de la forma:

Ap_o | :
A= .2 =1
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Cuando contraemos la arista e identificamos los dos vértices, la matriz que queda es del

tipo
A= A :
... |92

donde el bloque de tamafio ¢ — 2 no se alter6, porque no se agregan ni se quitan aristas
entre los demds vértices y, si habia un vértice unido al dltimo, o al antetaltimo, entonces
queda la misma arista unida al vértice nuevo, por lo tanto, lo que tenemos en la fila y
columna punteada no es otra cosa que la suma de las dos columnas (respectivamente,
tilas) punteadas originales. Si denotamos por E a la matriz

1 0 - 010
0 1 0
E = . ER(ﬁfl)Xf

O -~ 0 1 0/0

0 0 0 1]1
es claro que

A= FEAE'
Si antes tenfamos una matriz diagonal D = diag(dy, ..., d,) tal que DAD" era simétrica y
definida positiva, dado que el vértice ¢ — 1 y el vértice ¢ estaban unidos por una tinica aris-
ta, tenemos que dy,_, = d; = d (ver lista de ejercicios), es decir, D = diag(ds, ..., di—2,d,d).
Tomemos ahora la matriz diagonal D = diag(d;, ..., d¢_2, d). Dejamos como ejercicio com-
probar que
DAD™' = EDAD™'E!

y por lo tanto, es definida positiva (ejercicio!). O

Corolario 11.19. Los diagramas de Dynkin asociados a matrices de Cartan no contienen subgrafos
de la forma

o/ \o
O=—0— Q/O
\O
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Corolario 11.20. Las posibilidades obtenidas hasta ahora para los diagramas de Dynkin conexos
que provienen de matrices de Cartan son de las formas siguientes:

O—0O—0—0— + ~0—0

O— - -O—O0—0—0— - —O

=0

11.8. Clasificacién de los diagramas de Dynkin asociados a matrices de
Cartan

Para finalizar la clasificacién, un célculo adicional de determinantes nos llevara a la
demostracién de la siguiente proposicion:

Proposicién 11.21. Los diagramas

O—0O0=—0—0—70

O—0
/
O—0—0
AN
O—0
I
O O O O O O O O

no corresponden a matrices de Cartan.

Antes de demostrar esta proposicién, enunciemos como corolario el siguiente teorema
de clasificacion:

Teorema 11.22. Los diagramas de Dynkin conexos que provienen de matrices de Cartan son:

L] Ag,éZl
1 2 3 4 -1 ¢
O—O0—0—0—  -0—0
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lBg,ﬁZZ
1 2 3 4 -1 ¢
o—O0O——0—0— -+ O0=0
lOg,€Z3
1 2 3 4 -1 4
o—C0——0O0——0— - O0=0O
m Dyl >4
vr= 1 2 3 4 -2~
O—0O0——=0O C%%)<O
O ¢-1
.EG/E'?rES
2 2
1 3 4 5 6 1 3 4 5 6 7
O—0O0——O—C0——0O O—O0—(O——0O0—0O——=0
2
1 3 4 5 6 7 8
O—CO0—O0O0——C0—(O0O——C——=0O
n Fy
1 2 3 4
O—O=—0—"20
e
2 1 2
O==0

Para demostrar la proposicién [11.21] conviene primero realizar el siguiente calculo de
determinantes.

2 —1 0o --- 0
—1 2 -1
) . 0o -1 . - :
Lema 11.23. El determinante de la matriz A, = esl+ 1.
: ' 2 -1 0
0 e -1 2 -1
0 0 —1 2

Demostracién. El lema es evidente para det A; = 2 y también es claro que

2 —1
detAQ:det(_1 2):4—1:3

Para el caso general ¢ > 2, si desarrollamos el determinante por la primera columna, obte-
nemos
det Ag = 2det Ag_l — det Ag_z.
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Consideremos la sucesién de nimeros d; = ¢ + 1, que verifica d; = 2, d; = 3 y la misma
térmula de recurrencia d;, = 2d,_; — d;—, que la que verifica det A, por lo tanto det A, =
dy = { + 1 para todo ¢ > 1. O

Demostracion de la proposicion Consideraremos la matriz de niimeros enteros aso-
ciada a cada uno de los diagramas y calcularemos su determinante. Si la matriz fuera de
Cartan, deberia dar un ntimero positivo, pero veremos que en todos los casos da cero.

El primer diagrama a considerar es:

O—0O0=—0—70—70
Si enumeramos los vértices de izquierda a derecha, la matriz asociada es
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0 -2 2 -1 0
o 0 -1 2 -1
o o0 0 -1 2

Para calcular el determinate, desarrollemos por la primera fila:

2o 2 -1 0 0 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
-2 2 -1 0 -2 2 -1 0
0 -2 2 -1 0|=2 +
0 0 -1 92 -1 0 -1 2 -1 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2 0o 0 -1 2 0o 0 -1 2
El segundo determinante es claramente igual a — det A3 = —4. Para el primer determinante,
desarrollamos nuevamente por la primera fila y obtenemos
2 -1 0 -1 0 0
=212|-1 2 —-1|+2|-1 2 -1 —4
0 -1 2 0 -1 2

=2(2det A3 +2(—1)det Ay) —4=2(2x4—-2x3)—4=2x2—-4=0

Para el segundo diagrama

Or

Oe

On

Oz

Os

AN

Oa Os

enumeramos los vértices como lo indica la figura, la matriz asociada a este diagrama es:

2 -1 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 O
0o -1 2 -1 0 0 -1

o o0 -1 2 -1 0 0
o o0 o0 -1 2 0 0
o 0 o0 o0 0 2 -1
o 0-1 0 0 -1 2
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Desarrollando por la dltima fila, obtenemos

2 -1l 0 00 0
~-1 2| 0 00 O
0 —1|-1 0 0 -1
| 0o ol 2 10 o0
0 0|l-1 20 0
0 0| 0 0 2 -1

110
2 -1 0 0 0] O 2 -1 0 0 0f}0
-1 2 -1 0 0] O -1 2 -1 0 0f}0
0 -1 2 -1 0]-1 4o 0 -1 2 -1 0]0
0o o0 -1 2 -1} 0 0 0 -1 2 -11|0
o o o0 -1 2 0 0O o0 0 -1 2]0
0o o o0 0 0]-1 0 o0 0 0 0]2

-1 00 -1
= —det A, _? _; 8 8 — det A5 + 2 x 2det As
0 0 2 -1
—1 0 0 -1
2 -1 0 0
=-3 1 290 0 +3 %6
0 0 2 -1

Si el determinante que falta calcular diera 6, finalizariamos este caso. En efecto, esto es asi
pues, si lo desarrollamos por la tercera fila, obtenemos

-1 0 —1

0
10 -1
2 ~1/0| 0 2 1
1 2l0| o7 _? _; 8_”‘—1 2‘_2X3:
0 0|2]-1

como queriamos.
Resta calcular el determinante de la matriz asociada al diagrama

1 2 3 4 5 7 8
O—O0O—"C0O0—"C0C—"C0C—"~0C—~0C——0
que es

2 -1 0 0 o0 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0 0 0 0

o -1 2 -1 0 0 0 0 0

o o0 -1 2 -1 0 0 0 0

o o0 o0-1 2 -1 0 0 0

o o0 o0 0 -1 2 -1 0 -1

o o0 o o0 o0 -1 2 -1 0

o o0 o o o0 0 -1 2 0

o o0 o o0 o0 -1 0 0 2



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 111

Desarrollando por la dltima fila, tenemos que el determinante es igual a

2 -1 0 0 0] 0 0 O 2 -1 0 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0] 0 O O -1 2 -1 0 0 0 0 O
0o -1 2 -1 0] 0 0 O o -1 2 -1 0 0 0 O
o 0 -1 2 -1} 0 0 O 49 o 0 -1 2 -1 0 0 O
o 0 o0 -1 2] 0 0 O o o0 o0-1 2 -1 0 O
o 0 o0 0 -1}{-1 0 -1 o o0 o o0 -1 2 -1 0
o 0 o0 o0 0] 2 -1 O o o0 o o0 0 -1 2 -1
o 0 o0 o0 O0}j-1 2 O o 0o o o o0 0 -1 2

Aprovechando la estructura en bloques en el primer caso y el caso de tipo As, obtenemos
=det A5(—1)det Ay +2det Ay = —6x3+2x9=—-18+18=0

Esto concluye la prueba de la proposicién|11.21

Observacién 11.24. El 4dlgebra de Lie s[(¢ + 1) tiene sistema de raices simples con matriz de
Cartan de tipo A,. Las otras dlgebras de Lie cldsicas aparecen como so(2/) de tipo By, sp(2/)
de tipo Cy, s0(2¢+1) de tipo D,. Es decir que dlgebras de Lie clasicas cubren todas las series
infinitas. Faltarfa ver que los diagramas de Dynkin excepcionales de tipos Es 75, Fi y G
también corresponden a dlgebras de Lie simples (con lo cual también corresponderian esas
matrices a sistemas de raices simples). La respuesta afirmativa a esta tltima pregunta no
se conocia en el momento de la clasificacién de las matrices de Cartan, pero las dlgebras de
Lie correspondientes (hasta ese entonces desconocidas) se encontraron rdpidamente, con
la motivacion de este resultado de clasificacion.

11.9. Ejercicios

1. Calcular los determinantes de las matrices de Cartan de tipos By, Cy, Dy, Es 75, F1'y
G; deberia obtener, respectivamente, 2,2, 4, 3,2,1,1, 1.

2. Sea I un espacio Euclideo, ® un sistema de raices en £/ y A una eleccién de raices
simples.

a) SiA = Aj[[Aycon (o,8) = 0sia € Ay y B € Ay, muestre entonces que
O =Py [Py con (P, Py) = 0.

b) Muestre que A = A; [[ A, equivale a decir que el diagrama de Dynkin tiene
por lo menos dos componentes conexas y que a la vez esto equivale a que la
matriz de Cartan (eventualmente conjugada por una matriz de permutacién) es
una matriz con (por lo menos) dos bloques.

3. Sea g un algebra de Lie semisimple, h una subdlgebra de Cartan, ® un sistema de
raices, A un subconjunto de raices simples. Supongamos que A = A;[[A; con
(a, ) = 0siv € Ay y [ € Ay Muestre entonces que h = h; & hy con A; C b
(t=1,2), y que g = g1 P g2 es suma directa de dos algebras de Lie semisimples, con
h; una subdlgebra de Cartan de g;.

4. Sea A una matriz de Cartan y D = diag(dy, . .., d;) una matriz diagonal con d; > 0 tal
que DAD™" es simétrica y definida positiva.
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a) Sihay un par de indices i # j tales que A;; = A;;, muestre que d; = d;.

b) Demuestre que si el diagrama de Dynkin es conexo, la matriz D con las propieda-
des requeridas (D es diagonal positivay DAD ™! es simétrica y definida positiva)
estd univocamente determinada a menos de un factor global.
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12. Relaciones de Serre

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja con subdlgebra de Cartan b, sistema de
raices @, eleccién de raices simples A = {«y, ..., a,} y matriz de Cartan (A;;)1<; j<,. Deno-
temos, para « en el subespacio real generado por las raices, |a|* := k(a, «). Definimos

2

=1,
a2

hi

e; = un vector no nulo en g,,

fi = unvector (necesariamente no nulo) en g_,, tal que x(e;, f;) = ﬁ

Proposicion 12.1. El conjunto Bs = {h;,e;, f; i =1,...,(} genera g como dlgebra de Lie.

Proposicion 12.2. Relaciones de Serre. El conjunto Bs = {h;,e;, f; : i = 1,...,(} satisface las
siguientes relaciones:

(51) [hs, hj] =0, para todo i, j

(82) lei, fil = hi, [es, i1 =0, parai # j

(83) [his ej] = (a, cu)ej = Ayjej, [ha, fi] = —(ay, i) f; = — Ay fj, para todo i, j

(S) (ade;)' =% (e;) = 0, parai # j

(S5) (adfi)' =45 (f;) = 0, parai # j

Demostracién. |h;, h;] = 0 es claro. También sabemos que sii # j, [e;, f;] = 0 pues o; — a; no
es raiz (porque no es ni positiva ni negativa) y si i = j entonces

2
les, fi] = (e, fi) Ha, = WH%- =h;
Para las relaciones entre los h; y los e;:
2 2 2
[hise;] = aj(hi)e; = WH% ej =k | Hqy, WH% e = W/@(Ozj,ai) e; = Ajje;

Analogamente
[hi, fi] = = (hi) f5 = —Aij [

Para las relaciones no cuadriticas, utilicemos las longitudes de las a-cuerdas. Sabemos que
2 3
e; € Ja;> a’dei(ej) S Jai+ay> adei(ej) S Yo +20; adei(€j> < Gai+2a;, - - -

Si o, + qa; es raiz pero o; + (¢ + 1)a; no es raiz, entonces ad? (¢;) # 0y ad?"' (e;) = 0. Notar
que a; — a; no es raiz. Obtenemos la igualdad para p = 0y ¢ como en el lema[11.2]
H(Oél', Oéj)

— A

— = — = 2 i
p q q FL(O&Z’,O(Z') J

La relacién con los f; es completamente anéloga. O
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Observacion 12.3. Base de Chevalley. Los elementos ¢;, f;, h; con 1 < i </ tienen buenas
propiedades pero no son una base de g. Es posible, sin embargo, construir una base de g con
la propiedad que todas las constantes de estructura sean nimeros enteros, la denominada
base de Chevalley de g. Una base de Chevalley de g es de la forma

{Tq:a€ d;h;: 1 <i</l}
con h; := h,, para algtn sistema de raices simples A = {«y, ..., a,} de P, tal que satisface
» Paratoda o € @, [z, 7_o] = ha V ha €s combinacién lineal entera de los {h4, ..., hs}.
» Sia,f € ¢ sonindependientes y 8 — pa, ..., [ + qa es la a-cuerda que contiene a 3
entonces

t(p+1)xass sia+ped,
[Ia’xﬁ] - .
0 sia+ 3¢ P

» Paratodoa € ®yparatodol <i </, [h;,x,] =2 K(oai)

r(a,0q) Y
La comprobacién de la existencia de una base de Chevalley se encuentra en [Hul.
Enunciamos sin demostracion el siguiente resultado de reconstruccion:

Proposicién 12.4. Sea A una matriz de Cartan abstracta, entonces el dlgebra de Lie libre con
generadores el conjunto Bs = {hy,... , he, €, ... ep f1,..., fo} ysujeta a las relaciones de Serre es
un dlgebra de Lie semisimple. El subespacio generado por las clases de h; forma una subdlgebra de
Cartan. Para cada 1 <1 < {, el subespacio generado por e; es un espacio raiz; eligiendo éstas raices
como positivas, los e; corresponden a espacios de raices simples. Los subespacios generados por los f;
forman subespacios de raices negativas. La matriz de Cartan asociada a esta dlgebra con eleccion de
subdlgebra de Cartan y raices simples anteriores coincide con la matriz de Cartan abstracta original.

Corolario 12.5. Dos dlgebras de Lie semisimples con misma matriz de Cartan son isomorfas.

12.1. Teoremas de isomorfismo

Sean g y ¢ dlgebras de Lie simples complejas, sean b y h’ subdlgebras de Cartan de g
y ¢ respectivamente, y ® y @' los sistemas de raices correspondientes. Se prueba que un
isomorfismo entre ® y ®' induce un isomorfimo de algebras de Lie entre g y g’ que hace
corresponder h con by’

Esto dice que la aplicacion:
{clases de isom. de dlg. de Lies.s. /C} —  {clases de isom. de sist. de raices abstractos }

es inyectiva
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Por definicién, un isomorfimo 7 : & — @&’ induce un isomorfimo entre los correspon-
dientes espacios ambientes, h en b';, que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
es una isometria, dado que los axiomas de sistema de raices siguen valiendo si se cambia el
producto interno original por un multiplo positivo.

Complexificando, obtenemos un isomorfismo = : h* — h™. Via Killing identificamos
a b y b’ con sus duales. Explicitamente, para cada a € h* existe un tnico H, € h tal que
a = Kk(H,,—). Dado que el isomorfismo entre ® y ¢’ viene de una isometrfa, y dado que
he = QH{ifa) entonces m(ha) = () 1.€. ho — .

Dado que b y i’ son abelianas, 7 es un isomorfismo de algebras de Lie. Queremos ex-
tender a un isomorfismo g — g¢'. Sea 0 # z,, € g, una eleccién abritraria de un elemento no
nulo paracada o € A,idem 0 # 2/, € g/, paracada o’ € A"

Dada esta eleccién, afirmamos que existe un tinico isomorfismo de algebras de Lie z, —
x,, para todo o € A.

La parte de unicidad es clara pues una vez determinado su valor en f, un morfismo
de algebras de Lie debe preservar los pesos con respecto a h y b’ respectivamente. Como
consecuencia, los valores de un morfismo tal en z, € g, para todo a € A quedan deter-
minados a menos de multiplos. Una vez hecha esta eleccién, los valores en z_, quedan
univocamente determinados por la condicién de preservar el corchete [z,,z_,| = h,. No-
temos que el conjunto {z4, : @ € A} es un sistema de generadores como élgebra de Lie, de
donde se sigue la unicidad. La existencia se sigue del teorema de reconstruccién de Serre,
que enunciamos en la seccion siguiente.

12.2. Teorema de reconstruccion

Teorema 12.6. [Serre|. Dado un sistema de raices abstracto ® con una eleccion de raices simples
A =A{ay,...,au}, sea g el dlgebra de Lie libre generada por los 3¢ elementos {x;, y;, h; : 1 < i < {}
sujetos a las relaciones (S1), (52), (S3), ( Sjj) y( S;j). Entonces g es un dlgebra de Lie de dimension
finita, semisimple, el subespacio vectorial generado por los h; es una subdlgebra de Cartan, y su
correspondiente sistema de raices es P.

El teorema de Serre dice que la aplicacion:
{clases de isom. de dlg. de Lie s.s. /C} ~ —  {clases de isom. de sist. de raices abstractos}
es  suryectiva.

12.3. Reconstruccién de g a partir de su matriz de Cartan: Ejemplos

Reconstruiremos g para algunos casos de rango 2 a partir de su matriz de Cartan Ay
las relaciones de Serre.

12.3.1. Matriz de Cartan de tipo A; x A,

Sea A = (2) (2) ) la matriz de Cartan de tipo A; x A;. Las relaciones de Serre para este

caso son:
[h1, ho]l =0, [e, fi] = ha, [ea, fo] = ha, [e1, fo] =0 = [ea, f1]
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[h1,e1] = 2eq, [he, €3] = 26y,
[h1,e2] =0 = [ho, €1]
(b1, fi] = =2f1, [he, 2] = 2f2,
[, fo] = 0 = [ha, fi]

y las dltimas relaciones, como para i # j A;; = 0, tenemos
le1, 2] = 0 = [f1, f2]
Vemos claramente que los indices 1 conmutan con los indices 2, por lo tanto

a = (fi,h1,e1) ® (fa, ha, e2) = 51(2,C) @ 5l(2,C).

12.3.2. Matriz de Cartan de tipo A,
2
-1

[h1, ho] = 0, [e1, fi] = ha, [e2, fa] = ho, [e1, fo] =0 = [ey, fi],
[hl,el] = 2617 [hg, 62] = 262,

SeaA:(

Caso son:

—1 . ) )
9 ) la matriz de Cartan de tipo A,. Las relaciones de Serre en este

[hl, 62] = —2ey, [h2,€1] = —€y,
[h1, f1] = =2f1, [ho, fo] = 2fa,
[hl,fz] = fo, [hQafl] = h

y las Gltimas relaciones, como parai # j A;; = —1,

0= [e1, [e1, e2]] = [e2, [e2, e1]] = [f1, [f1, fol] = [f2: [f2, fil]

Notar que

[f1, [ex, e2]] = [[f1, e1], ea] + [ex, [f1, e2]] = [h, €2] + [e1,0] = —e1 # 0

por lo tanto [e1, es] # 0, y andlogamente [f1, f] # 0. Mds atin, calculando los pesos con
respecto a hy y hy podemos ver que {h1, ho, €1, €2, f1, f2, [€1, 2], [ f1, f2]} es un conjunto line-
almente independiente, y cerrado por la operacién corchete. Concluimos que dimg = 8y
podemos verificar sin dificultad que las reglas de conmutacién son las de s((3, C).

12.3.3. Matriz de Cartan de tipo B;
2
-2

[hlahQ] =0, [€1>f1] = hy, [62,f2] = hy, [61,f2] =0= [627f1]7
[hl,el] = 261, [hg, 62] = 262,

SeaA:(

caso Son:

-1 . . .
5 ) la matriz de Cartan de tipo A,. Las relaciones de Serre en este

[h1762] = —€9, [h2,61} = —2eq,

[ha, fi] = =2f1, [he, fo] = =2/,
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[h17f2] = fa, [h27f1] =2fi

y las ultimas relaciones, como A;; = —1y Ay = —2, tenemos
0= [e1, [er, ea]] = [f1, [f1, fo]| = O
0 = [eq, [ea, [ea, e1]]] = [f1, [f1, [f1, o]l = 0

Esto nos dice que los elementos [e1, €] ¥ [f1, f2] son no nulos, asi como también [es[er, es]] ¥
[f?v [fla fQH

Consideremos la subdlgebra generada por e; y e3; llamemos es := [eq, e2] y €4 := [e2, €3],
tenemos la tabla de corchetes dada por:

€1 €2 | €3 | €4
€1 0 €3
€o | —€3 0 €4

€3 —€4 0
€4 0
también las relaciones
0= [617 [617 62]] = [627 [62’ [627 61“]

nos dicen que [ey, e3] = 0 = [ea, e4], por lo tanto, podemos completar un poco la tabla

€1 €9 €3 | €4
€1 0 €3 0
ea | —es| 0 |eqg] O
es| 0 |—eqs| O
€4 0 0

Para calcular [e;, e4] usemos la condicién de Jacobi:
[e1, €a] = [e1, [e2, es]] = [[er, e2], €3] + [e2, [e1, €3]] = [es, e5] + [€2,0] =0+ 0 =0
y andlogamente
[es, ea] = [[e1, ea], ea] = [[e1, ea], €2] + [e1, [€2, ea]] = [0, 2] + [€1,0] = 0

por lo tanto la tabla resulta

€1 ()] €3 | €
er| O es | 0
€y | —€3 0 €4
€3 0 —€4 0
es| O 0 |0

N

OO OO

Ejercicio 12.7. Definir de manera anédloga f3 y fi, y calcular explicitamente [e;, f;], para
j = 1,273,4}7 [h,’,@j}, [hz,f]] parai = ].,2 YJ = 1,2,3,4.

Obtenemos que dim(g) = 4 -2+ 2 = 10 y las relaciones implican que se trata del algebra
de Lie so(5, C).
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12.4. Existencia de la forma real compacta

Sea g un édlgebra de Lie simple sobre C y consideremos un sistema de generadores de
Chevalley - Serre {e,, fa, ha}aca. Se denota i := /—1. Se define la forma real u como el
algebra de Lie real generada por

{iha, (ea = fa),i(€a + fa) faca

Se prueba explicitamente que la forma de Killing de u es definida negativa, luego u es un
algebra de Lie compacta.
Las formas reales de las algebras de Lie cldsicas se dan en la siguiente tabla:

tipo g u

A, | sl(n+1,C) su(n +1)

B, |s0(2n+1,C) so(2n + 1,R)

Ch, sp(2n,C) | sp(2n) :=sp(2n,C) Nu(2n)
D, | so0(2n,C) s0(2n,R)

12.5. Ejercicios

1. Determinar la matriz de Cartan de G5. Sea el dlgebra de Lie libre con conjunto de ge-
neradores {hq, ho, €1, €2, f1, fo}, m6dulo las relaciones de Serre asociada a G. Escriba
las relaciones correspondientes a la subalgebra generada por {e; : 1 < i < 2}. ;Qué
dimensién tiene la subdlgebra generada por {e; : 1 < ¢ < 2}? ;Qué dimension tiene
toda el algebra?

2. Determinar la matriz de Cartan de Fj. Sea el dlgebra de Lie libre con conjunto de
generadores {hi, ha, hs, hy, €1, €2, €3, €4, f1, fo, f3, f1}, médulo las relaciones de Serre
asociada a F}. Escriba las relaciones correspondientes a la subalgebra generada por
{e; 1 1 < i < 4}. ;Qué dimension tiene la subdlgebra generada por {e; : 1 < i < 4}?
¢Qué dimensién tiene toda el dlgebra?

3. Para ¢ = 2 las matrices de Cartan de tipo B; (so(2¢ + 1,C)) y Cs (sp(2¢, C)) son conju-
gadas por una permutacién, luego, la clasificacién predice un isomorfismo so(2 x 2 +
1,C) =s0(5,C) = sp(4, C). Encuentre explicitamente el isomorfismo.

4. Para ¢ = 3, el diagrama D5 (s0(2¢, C)) es el mismo que Aj, por lo tanto debe existir un
isomorfismo s0(2 x 3,C) = s0(6, C) = s((4, C). Describalo explicitamente.
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13. Representaciones

13.1. Accion del Casimir: Lema de Whitehead y Teorema de Weyl

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja con subélgebra de Cartan h y ® el sistema
de raices de g relativo a h. Sea ®* una eleccion de raices positivas. Sabiendo que ¢ =
d+ [[ @~ obtenemos los siguientes resultados:

Corolario 13.1. Seant = @ goyn = @ g, entonces
acdt aed—

1. g=n" @ h@n' como espacio vectorial, wt, n~ y b son subdlgebras de Lie, también b & nt &
yn~ & b son subdlgebras de Lie, con w" y n™ ideales respectivos.

2. n*yn~ son subilgebras de Lie nilpotentes y actiian ad-nilpotentemente en g.
3. Los subespacios nt @ b y n~ @ b son subdilgebras de Lie solubles.

4. Sea V' una representacion de g de dimension finita, entonces existe 0 # vy € V tal que
E.,.vo = 0 para toda o € O,

5. Sea S una representacion de dimension finita simple de g, entonces el Casimir actiia en S
como escalar y este escalar es nulo sélo en la representacion trivial.

6. Vale el Lema de Whitehead para g, es decir, para cualquier representacion de dimension finita
V', se verifica la igualdad Der(g, V') = InDer(g, V).

7. Vale el Teorema de Weyl para g, es decir, toda representacion de dimension finita de g se
descompone como suma directa de subrepresentaciones simples.

Demostracion. Las pruebas de 1,2 y 3 son claras.

4. Sea V una representacion de g de dimensién finita; por restriccién, es una repre-
sentacion de n'. Fijado E,, con o € &7, consideremos la subélgebra sl, de g isomorfa a
sl(2,C), generada por {H,, E,, E_,}. Dado que es de dimensién finita, V' es suma directa
de representaciones sl,-simples y, como en cada representaciéon simple la accion de £, es
nilpotente, entonces F, es nilpotente en V.

Si consideramos n* actuando en V, su imagen en End(V') es una subalgebra de Lie solu-
ble, luego es isomorfa a una subdlgebra de matrices triangulares superiores. Pero ademds
se tiene un sistema de generadores nilpotentes, (los £, actuando en V), luego, en la dia-
gonal, tienen que tener ceros. Por lo tanto, combinaciones lineales de triangulares estrictas
da triangulares estrictas. Es decir, la imagen de n* en la representacién consiste de endo-
morfismos nilpotentes. Por el Teorema de Engel, existe 0 # vy € V con E,v, = 0 para todo
a€ df.

5. Dada una representacion simple S, sabemos por el Lema de Schur que el Casimir debe
actuar por un escalar; se quiere probar que si la representacion no trivial, entonces el escalar
es no nulo.

Elijamos E, € g, de manera tal que x(E,, E_,) = 1. Luego, el Casimir es de la forma

w= Y (Ba®E_a+E_o®E)+» H;®H

acdt
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donde {H; : 1 < i < (} recorre una base de hy {H* : 1 < i < (} es la base dual res-
pecto de Killing. Para cada «, consideremos el namero m,, igual al peso méximo de la
sl,-subrepresentaciéon de S generada por vy.

Si m, = 0 para todo o, entonces E_, también actia por cero en v, y en consecuencia
H, acttia por cero en vy, en consecuencia Cvy es una subrepresentacion de S con respecto a
g y dado que S es simple, debe ser S = Cuy. Concluimos que si S no es la representacion
trivial, entonces debe existir al menos un m,, > 0.

Si consideramos la componente del Casimir en @ ga ® g_, actuando en vy, la carac-

terizacion de las representaciones de s[(2,C) dada en el teorema (9.1] aplicada a cada sl,
implica

Y (Ba®E_o+E_o®E)vo= Y EaE_avg
aedt acdt
kla,a) 2 k(a, a)
= EaEfa - XaYa
Z 2 k(a,q) o Z 2 o
acdt acdt

Ko, o o Ko, o
_y e >Xav§>=(z e >ma>vo
acdt acdt

Tenemos que m, > 0y, ademads, debe existir al menos un «y tal que m,, > 0y que la forma
de Killing es definida positiva en el subespacio real generado por las raices, por lo tanto,
estos términos de la suma contribuyen con un ntimero positivo.

A continuacién consideremos la componente de w en h ® h. Tomemos un subconjunto
de raices A de manera tal que {H,, : @« € A} sea base de . Debemos calcular { H* : o € A},
la base dual con respecto a la forma de Killing. Sabemos que la matriz K con coeficientes

Kap = K(a,B)apsea es definida positiva y, por lo tanto, su inversa también es definida
positiva. Si denotamos k*° := (K1), 5 a los coeficientes de la matriz inversa, afirmamos
que
H® =Y " x*’H,
En efecto,
r(Hgy, H?) Z /-iﬁ"YH Z K7 k(H,, H,) = Z /ﬁ’fhfﬁa,7 =?

.
Denotemos por wy a la parte del Casimir en h ® b, que resulta
=Y H,®H*=) s""H,® Hg
a a,f

Ahora hacemos actuar wy en vy y obtenemos

. kla,a) k(B,8) .5 2Ha 2H
wh.voz;n’ﬁHaHﬁvo:azﬁ: 9 9 R Ko, a) (5%) ’

72 Oé Oé B B) ma(mg—l)
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(S () (50 ) =

Veamos que ¢, € R.. Al igual que antes, algtin m,, es positivo, en particular no nulo.
Fijemos una numeracién de los elementos de A, entonces el vector

(%(Q,Oé)m ) _ ( w(a1,a1)may K(ag,ap)ma, ) e Rf
5 M — s e T
acA

es no nulo, con coeficientes reales, luego la forma bilineal con matriz K, siendo definida
positiva, premultiplicada y aplicada al mismo vector, da un ntimero real positivo. Explici-
tamente, calculado en términos matriciales, el nimero c; es:

KOLOL L. pava %

_ [ wlar,a1)may K(ag,a0)ma, o .
Ch_(#’ o T2 R

ag,ai ag,ap k(g 00)ma,

2

K K

En consecuencia, el Casimir actuando en vy es la suma de dos nimeros positivos, mul-
tiplicados por vy.

Los items 6 y 7 ya han sido demostrados en los teoremas teoremas y respecti-
vamente, suponiendo la validez del item 5. O

Observacién 13.2. El célculo de la constante asociada al Casimir es bastante explicita cono-
ciendo los m,’s, o0 lo que es equivalente, conociendo el peso -con respecto a h- que tiene el
vector de peso maximo v,. Una férmula compacta esta dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 13.3. Sea S una representaion simple generada por v, tal que E, vy = 0,Va € T y
Huvy = XN(H)vy, VH € H. Entonces la accién del Casimir en S estd dado por

wls = k(A 4+ 2p, A)1d
donde p =13 o v
Demostracion. Retomando las notaciones anteriores, si k(E,, F_,) =1,

> (BaB—o+E_oE)vo= Y EoE_qvo= Y (EsE_o — E_oE,)vg

acdt acdt acdt

=Y Huo= Y MHJu= > rla, N\ = R( 3 a A)UO

acdt acdt acdt acdt

que, por definicién de p, es igual a (2p, \)vy.
Asuvez, si {H;}t_, y {H"}{_, son bases duales con respecto a Killing, para todo H €
vale

H=> r(H H)H = x(H H')H,
y por lo tanto

Z H;Hvy = Z AH)NH Yoo =Y k(Hy, H;)r(Hy, H')vg

%
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= ZH(H/\, Ii(H/\, HZ)Hz)UO = H(H)\, Z /{(H)nHi)Hi)UO

= k(Hy, H\)vg = k(A N)vg

Luego,
WYy = (H(va )\) + H(Av )‘))UO = "i()\ + 2p7 )\>IUO

13.2. Representaciones de peso maximo

Sea g un algebra de Lie compleja semisimple y fijemos h una subédlgebra de Cartan,
A = {ay,...,a,} un sistema de raices simples, y llamemos h; := ——2

CT D

13.3. Representaciones de dimensién finita

Para cada A € b*, construiremos una representacién V), que en general resultara de
dimension infinita, pero mostraremos que V) es de dimensién finita si y sélo si A(h;) es un
entero no negativo, i = 1,..., . Veremos también que con este procedimiento, se obtienen
todas las representaciones de dimension finita de g.

Primero recolectemos lo que sabemos hasta ahora de representaciones:

Lema 13.4. Sea V' una representacion de dimension finita de g, entonces
» V es suma directa de subrepresentaciones simples V = @®S;.
= Todos los h; son simultdneamente diagonalizables en V' y sus autovalores son niimeros enteros.
m Existe 0 # vy € V tal que x.vy = 0, para todo x € g, con a > 0.

En efecto, la primera parte es el Teorema de Weyl, que fue demostrada luego de estudiar
la accion del Casimir en las representaciones simples.

La segunda parte fue demostrada especificamente para sl((2,C), y dado h;, tomamos
0# e € 8o, V [i €90, los generadores de Chevalley, que nos proveen de una subélgebra
de Lie de g isomorfa a sl(2, C) y por restriccién, V' es un s((2, C)-médulo con respecto a esta
subalgebra y por lo tanto h; se diagonaliza con autovalores enteros.

La tercera parte se demostr6 luego de ver que una eleccién de orden en las raices implica
una descomposicién triangular de la formag=n" @ h S n'.

Hemos visto que en las representaciones simples de s[(2, C) los autovalores de H van de
—m am, saltando de dos en dos y que v, tiene autovalor maximo; si vy es de peso maximo
para todos los h; entonces los autovalores de h; en vy son todos no negativos. Recordemos la
definicién de espacio de peso:

Definicién 13.5. Sea V un h-médulo y A € b*, llamamos espacio de peso A, que denotamos
por V), al subespacio de V' definido por

Vi={veV:hv=Ah)v}

Proposicion 13.6. Sea V' un g-modulo de dimension finita, entonces
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1. Existe una cantidad finita de elementos A € b* tales que V\, # 0y V = @ Vi.
Aeh

2. Para todo o € ® se verifica g, - V\ C Vi

3. Si 'V es simple, entonces dim{v € V : z.v = 0Vx € n*} = 1. Ademds, {v € V : z.v =
0Vx € n*} es de la forma V) y todo V,, que aparece en V' es de la forma V,, = V\_s= p.a, cON
n; enteros no negativos.

Demostracién. El item 1 es consecuencia de la segunda parte del lema anterior.
2.Seaz € g, yv € V), entonces

h(z.v) = h(z.v) — z(h.v) + z(h.v) = [h, z].v + z.(h.v)

= (a(h)z).v+ z.(A(h).v) = (a(h) + A(h))(z.v)

3. Supongamos ahora que V' es simple y sea vy € V tal que g, - v = 0 para todo a > 0. Si
consideramos la accién de cada sl(2),, sabemos que la acciéon de cada h; es diagonal, por lo
tanto, es de la forma V.

Para el resto, conviene utilizar el dlgebra envolvente, que veremos un poco mas adelan-
te (ver proposicion 13.22). O

13.4. El Algebra envolvente universal

Dado un espacio vectorial W sobre un cuerpo K, se define el dlgebra tensorial en W,
que denotamos por TxW, o T'W si sobrentendemos el cuerpo K, como

TW:@W®”:k@W@W®2@W®3@~--

n=0

con el producto asociativo dado por la yuxtaposicion, es decir,
(v1®---®vn)-(w1®---®vm) =R QU QU Q- R Uy
Esta dlgebra tiene la propiedad de ser libre en W en el siguiente sentido:

Proposicién 13.7. Sea A una K-algebra asociativa y f : TW — A un morfismo de dlgebras,
entonces la restriccion de f a W determina una biyeccion

Homk_alg(TVV, A) = HOIII]K(VV, A)

Es decir, para definir un morfismo de dlgebras con dominio en T'W basta definir una transformacion
lineal en W.

Si tenemos un dlgebra de Lie g y nos interesamos en sus representaciones, nos importan
transformaciones lineales p : g — End(V) que verifican p(x)p(y) — p(v)p(z) = p([z,y]).
Definimos entonces para un algebra de Lie g su dlgebra envolvente universal, denotada por
U(g) como

Ulg) =Tg/(z @y —y@x — [2,Y])

Dejamos como ejercicio demostrar lo siguiente:
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Proposicion 13.8. Sea g un dlgebra de Lie y A una K-dlgebra asociativa. Denotemos por Lie(A)
al dlgebra de Lie con espacio vectorial subyacente iqual a A y operacion de corchete de Lie dada por
el conmutador, entonces la biyeccion

Homy,_q4(T'g, A) = Homg (g, A)

induce una biyeccion
Homk_alg(U(g), A) = HOIIlLie(g, Lze(A))

Como corolario, dado un espacio vectorial V, las posibles estructuras de g-médulo en
V estan dadas por

Homp, (g, gl(V)) = Homp,.(g, Lie(End(V))) = Homy_,(U(g), End(V))

Este punto de vista permite estudiar las representaciones de un dlgeba de Lie a partir de la
teoria de anillos.

Teorema 13.9. [Poincaré - Birkhoff - Witt.] Sea {x1,...,x,} una base de g sobre K, entonces el

mi .m2

conjunto de monomios {x]"' x5 ---x @ (my,ma,...,m,) € Nj} es una K-base de U(g). Es
decir, U(g) = K[z, ..., z,] como K-espacio vectorial.

Demostracion: Ver [Hul, seccién 17 4.

Definicién 13.10. Sea A una K-dlgebra; una sucesion de subespacios F:
O=F . CFHCKhRC---CF,CF,1C

tales que A = U,>oF,, y F}, - F, C F, 4, para todo p,q > 0 se dice una filtracién de A. En este
caso, A se dice filtrada por F.

Ejemplos 13.11. 1. En A = K]z, ..., z,], una filtracién posible es la dada por el grado
polinomial total, i.e. F,; = K[z, ..., 2,]<4, los polinomios de grado total menor o igual
que d.

2. SiV es un espacio vectorial, el dlgebra tensorial 7'V esta filtrada por la cantidad méxi-
ma de tensores que aparecen en una suma.

3. Sim: B — A esun morfismo de dlgebras suryectivo y B esta filtrada por subespacios
F,,, entonces los subespacios 7 (F},) filtran a A. Como consecuencia, U(g) es natural-
mente un algebra filtrada a partir del epimorfismo 7'g — U(g).

Definicién 13.12. Sea A una K-4lgebra, diremos que es graduada si A se descompone en
suma directa de subespacios
A=A,
n>0
tales que A, - A,,, C A,.,, para todo n,m € Ny.

Definicién 13.13. Sea A un 4lgebra filtrada por F, se define el graduado asociado a (4, F),
denotado por gr-A, a través de:

gr]—'(A)n = Fn/Fn—l

grrA = @ grr(A)n
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Proposicién 13.14. Sea A filtrada por F, entonces hay un producto graduado natural en gry A :=
Dn>o(grrA)n = ®n(Fn/ F—1) definido por:

(grrA)n x (grrA)m — grrA
(z mod F,,_1,y mod F,,_1) — Ty mod F, 1

Proposicion 13.15. Sea A un dlgebra filtrada por F y para cada n, B,, una K-base de gr z(A), =
F,/F,_1, entonces B = [][, B, es una base de grzA y si para cada n, B, = {a},...,a}(n)}

elegimos a}' € F, tales que a} = @ mod F,_1y B, = {a,... , Ay } entonces B= 1L, B, es una
base de A.

Teniendo en cuenta la estructura multiplicativa de gr;U(g), el teorema de Poincaré -
Birkhoff - Witt se puede enunciar como

Teorema 13.16. [Poincaré - Birkhoff - Witt.] Sea g un dlgebra de Lie sobre un cuerpo Ky

{z1,..., 2, } una K-base, entonces grU(g) = K[z1,...,x,], es decir, el graduado asociado al dlge-
bra envolvente es isomorfo al anillo de polinomios en n-variables. En particular, el conjunto de
monomios {x]"* -+ -z : (my,...,m,) € N}'} es una K-base de U(g).

n

13.5. Mébdulos de peso

En toda esta seccion, sea g un algebra de Lie compleja semisimple y h una subalgebra
de Cartan de g.
Sea V un g-modulo, no necesariamente de dimensién finita, definimos

V=v.cv

HED™

dondeV, ={veV:Hwv=u(H)v, VH € h}. Notar que los V,, son subespacios que estan en
suma directa, pues autovectores de autovalores distintos son linealmente independientes.

Se dice que V' es un médulo o representacion de pesosi V' = V’. En el caso dim V' < oo,
V es de peso, por la parte 1 de la proposicion [13.6]

Lema 13.17. Sean f : V. — W un morfismo de representaciones, entonces para todo ;1 € b¥,
FVi) © W

Demostracion. Sea v € V,; dado que f es morfismo de representaciones, obtenemos, para
todo H € b:
H- f(v) = f(H-v) = f(u(H)v) = p(H)f(v)

por lo tanto f(v) € W,. O

Observacién 13.18. En la prueba anterior sélo hemos utilizado el hecho de que V' sea un
h-moédulo. Lo mismo ocurre en el préximo lema.

Lema 13.19. Sea V' un médulo de pesos y v € S C V, con S una subrepresentacion; escribamos
V=3 ey Uns enitonces cada v, € S.
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Demostracion. La sumav = 3_ .. v, es finita; numeremos los términos no nulos que apa-
recen y escribamos
n
U= § :UM
i=1

con v, # 0. Como los 11; son todos distintos, en particular ;11 # po, tomemos H € b tal que
w1 (H) # pe(H), entonces

H-v= ZM@(H)UM
i=1
por otro lado

p(H)v = ZMl(H)%

luego la diferencia

H-v—m(H=> (u(H) — p(H))v,
1=2
es un elemento de S. Notar que el coeficiente de v,,, es j1o(H)— 11 (H) # 0. Si argumentamos
por induccién en el soporte de la descomposicién de v, cada uno de los sumandos que
aparecen en la descomposicién de H - v — p1(H)v estan en S, en particular v,,.
Si razonamos de la misma forma con i, y p1; obtenemos que todos los v,, € S con j > 2,
entonces también v, € S. O

Corolario 13.20. La categoria de médulos de pesos es cerrada por submédulos y cocientes. Es decir,
si V' es un médulo de pesos y S es un submodulo, entonces S es un médulo de pesos y V /S también.

Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 13.21. Sea ® = ®(h) el sistema de raices de g respecto de h y sea @ una eleccion
de raices positivas con sistema de raices simples A. Sea V' una representacion de g. Se dice
que V es un médulo ciclico de peso maximo si ' es una representacion de pesos y V' estd
generado, como representacion, por un vector v, € V), para cierto A € h*, con la propiedad
vy = 0V € g, para todo a € *. En estas condiciones, v, se dice un vector ciclico de peso
mAaximo A.

Proposicién 13.22. Sea V una representacion de peso mdximo con vector ciclico vy de peso A,
entonces, los pesos i que aparecen en V son de la forma = X — S'_ nja; con n; € Zsq y para
cada peso p, dimV,, < oo. En particular, la dimension de V' es a lo sumo numerable.

Observacién 13.23. Esta proposicion justifica el nombre de “peso méximo”. También de-
muestra la parte 3 de la proposicién que habiamos dejado para més adelante.

Demostracién. Consideremos el subespacio V' = U(g)-v,, que por la simplicidad de V, debe
ser V! = V. Por otro lado, h - V), C V) y n*V, =0, es decir,

V=V'=U(g) vo=Un") -Uh) - Un")vy =TU(n") - vy
Como g,V)\ C V)., entonces

98198 - -+ - - gBiSVA - V)\+5i1+5i2+~~+5is
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Esto muestra que el resto de los sumandos en la descomposicién de pesos no puede con-
tribuir a V) y también que, si escribimos a cada /3 como combinacién lineal entera de raices
de simples, como las 3 son raices negativas, tendremos que los V,, que aparecen son de la
forma =\ — Zle n;o; conn; € Zso. O

Como ejemplo, sabemos que todas las representaciones de dimensién finita son de peso
maximo. Surge la pregunta acerca de, dado A € h*, como construir una representaciéon
de peso maximo A. Los médulos de Verma sirven para responder esta pregunta. Luego
veremos como construir médulos simples y podremos decidir cuando estos médulos son
de dimensién finita.

13.6. Modulos de Verma y médulos simples

Como aplicacién directa del teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt sobre el algebra en-
volvente tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 13.24. Sea g semisimple, con subdlgebra de Cartan b y raices positivas ®+. Sint =
D gayn = @ g, entonces U(h), U(n") y U(n~) son subdlgebras de U(g) y
a>0 a<0

U(g) = U(n") ® U(h) ® U(n")
como espacio vectorial; mds atin, si b = h & n* entonces
U(g) =U(n") @ U(b)
como U(n~)-modulo a izquierda y como U(b)-mddulo a derecha.
Sea A\ € h*, en V = C definamos la siguiente estructura de b = h @ n"-modulo:
r-1=0Vrent, H-1=\H), VHEH
Denotemos este b-médulo por C()). Definamos ahora
V(A) = Ulg) @u CO)

Proposicion 13.25. El elemento 1 ® 1 € V() es un vector de peso mdximo (igual a \) que genera
V(A); mds atin, V(X) = U(n~) ® 1 como espacio vectorial y como U(n~)-médulo.

Demostracion.
V(A) = Ulg) ®uw) C(A)

= (Um") @ U(b)) @y C(A)

= Um7) @ (U(b) @y C(N)

= Un ) C(\)

O

Corolario 13.26. Sea {yi,...,yn} una base de n~ como espacio vectorial, entonces el conjunto
{y"ys? - ytm @1 : (n,...,n,) € NJ'} es una base de V() como espacio vectorial.

Corolario 13.27. Sea pn € h* y 3 = Zzniai, con n; € Ny, oy € A entonces la dimension de
=1

V' (A) i+ es finita; ademds, la dimension de V(A)esigualal.
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Observacién 13.28. Otra manera de definir a V() es considerar J el ideal a izquierda de
U(g) generado por los elementos {z, € g, cona > 0y (H — A(H)) : H € h}. De esta
manera, V' (\) = U(g)/J, donde el vector vy = 1 ® 1 corresponde a la clase de 1 en U(g)/J.

Proposicion 13.29. Sea V(A = @ V(N), = @ V(N),, entonces todo submédulo propio de
HFEX

p<A
V() estd contenido en V ()4, en consecuencia, si M es la suma de todos los submédulos propios,
M es también propio y maximal, L(\) := V(X)/M es simple y tiene un vector de peso mdximo .

Demostracién. Sea W un submoédulo propio de V(M) y 0 # v € W, si escribimos v =
> e+ Vs €ntonces sabemos que cada v, € W. Si llegara a ocurrir que vy # 0 entonces
W contendria al generador de V/(\), con lo cual W no serfa propio.

Ahora es claro que L(\) es simple y que tiene como vector de peso maximo a la clase
moédulo M del vector de peso maximo de V(). O

Proposicion 13.30. Si V' es una representacion simple de peso maximo A, entonces V == L(\).

Demostracion. Sea V' una representacién simple con vector de peso méaximo v, y peso A, es
decir, Hvy = A(H)vy. Como el peso A es maximo, A + a no es peso de V' si « es raiz positiva
y TV = 0 para todo z, € g, con a € .

Si consideramos el submédulo generado por vy, como V' es simple, debe ser igual a V,
por lo tanto se tiene un epimorfismo

Ulg — V
u U

Este es un morfismo de médulos a izquierda, el ntcleo es un ideal a izquierda y como
Tavg = 0 para todo z, € g, con a € &y Huyg = A(H)wo, se tiene que el nticleo contiene a
royaH — A(H) -1, por lo tanto, este epimorfismo induce un epimorfismo del médulo de
Verma

VN 2 U(9)/u@)(Ta EGa:a €@ (H-ANH)):Heb) -V

Como la imagen es simple, el nticleo debe ser una subrepresentacion maximal propia de
V(X), de las cuales hay sélo una; por lo tanto, este epimorfismo induce a la vez otro epi-
morfismo

V(A)/(submédulo propio maximal) = L(A) — V

Dado que L(\) es simple, el nicleo de este epimorfismo debe ser 0 6 bien igual a todo L(\),
pero no puede ser L(\) porque no es el morfismo nulo; por lo tanto, es un isomorfismo. [

La siguiente proposicién no serd utilizada luego, pero es de interés en si misma:
Proposicion 13.31. [Dixmier|. Sea S una representacion simple, entonces Endy(S) = C - Id.

Sabiamos el resultado para dim S < oo y una manera de demostarlo es considerar f :
S — S un endomorfismo, que en dimensién finita tiene con seguridad un autovalor y el
subespacio de autovectores de ese autovalor es un submédulo no nulo, que por lo tanto
coincide con S.

Para el caso dim S' = co daremos otra demostracion, que también se puede aplicar para
el caso de dimension finita.
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Demostracion. Sea 0 # v € S, consideremos U(g)v la subrepresentacién generada por v, que
es no nula, por lo tanto coincide con S. Como consecuencia, la dimensién de S es a lo sumo
numerable.

A la vez, sabemos que E = End,(S) es un algebra de divisién y como v genera S, todo
endomorfismo f € E queda univocamente determinado por su valor en v, pues si f y
g coinciden en v, coinciden en un sistema de generadores, son iguales. Esto dice que la
aplicacién lineal

E — S
o= f)

es inyectiva, luego la dimension de F también es a lo sumo numerable.

Consideremos ahora f € E un elemento cualquiera y C(f) el menor cuerpo contenido
en I que contiene a f. Si f fuera algebraico sobre C, entonces f debe ser un elemento de
C, es decir, como endomorfismo es la multiplicacién por un niimero complejo. Si por el
contrario f fuera trascendente, entonces E contendria un subcuerpo isomorfo al cuerpo de
funciones racionales C(z). Pero en C(z), el conjunto {-L- : ¢ € C} es linealmente indepen-
diente, luego C(z) no puede tener dimensién numerable y en consecuencia E no contiene
elementos trascendentes sobre C, por lo tanto £/ = C - Id. O

El siguiente es el resultado fundamental de esta seccién, la demostracion serd dada a lo
largo de ciertos lemas y proposiciones intermedias.

Teorema 13.32. Sea A € b* tal que \(h;) € Ny para todo i = 1,...,(, entonces L(\) es una
representacion simple de dimension finita de peso mdximo .

Observacion 13.33. Este teorema, junto con la proposiciéon provee de una parame-
trizaciéon de todas las representaciones simples de dimensién finita, caracterizando cada
una de ellas por una ¢-upla de ndmeros enteros no negativos (my,...,m,) que son los
autovalores del vector de peso maximo v, con respecto a los elementos h4,...,h, de la
subélgebra de Cartan de g, donde ¢ es el rangode gy h; = mHai, a; € A, corresponden
a una base de Chevalley de g.

Para demostrar el teorema, lo tinico que tenemos que ver es que dim L(\) < oo; sin
embargo, la demostracion es larga, y la dividiremos en varias etapas.

Necesitaremos algunas férmulas de conmutacién, que listamos en el siguiente lema.
Recordemos la notacién dada en la seccién[I2} Para un algebra de Lie dada g, con subalge-

bra de Cartan h y sistema de raices ¢, sea A = {, ..., a;} un sistema de raices simples de
g; se denota por e;, h;, f; ,i =1,..., 4, alos siguientes elementos:
2
hi = —Ha,
||

e; = vector no nulo en g,,

fi = vector (necesariamente no nulo) en g_,,, tal que x(e;, f;) = ﬁ

Lema 13.34. Valen las siguientes reglas de conmutacion en U(g), para k > 0,45 =1,...,¢:

1. [es, [T =0sii # j.
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2. [hj7 fz’kJrl] = _(k + 1>al(h])fzk+1
3. [eia fik+1] = _(k + 1)flk(k - hl)
Demostracion. Ejercicio. [

Lema 13.35. Con las mismas hipdtesis que en el teorema|13.32; vy € L(\) el vector de peso ), con
hi - v = A(h;)v = myv, m; € Z>o con m; € Zsq, entonces

1. Si « es una raiz positiva y x € g,, entonces x actiia localmente nilpotentemente en V, es
decir, para cada v € V, existe Ny(v) € N tal que 2N0) . v = 0. La palabra "local” se refiere a
la dependencia en v del Ny.

2. Sii=1,...,Lentonces f™ vy = 0.
3. Los vectores f; actiian de manera localmente nilpotente.

Para la demostracion del teorema, también necesitaremos que los y € g_, con o € ®*
cualquiera (y no necesariamente de la forma —o; con «; simple) acttien localmente nilpo-
tentemente, pero esto es més largo de probar y necesitaremos un resultado intermedio.

Demostracion. 1. Los vectores de g, actiian de manera localmente nilpotente en L(\), si « € @

Sabemos que los pesos que aparecen en L(\) son de la forma A — Zle n;o; conn; € No,

por lo tanto si v € V,, es homogéneo de cierto peso j1 = A — 3+_, i, & € go, = Yo, 10

con n; € Ny,
v e LN

con , , ,
=A\— (anai> +Na=\— (Zn?al) +N(anai>
i=1 i=1 i=1
que, en algun momento no es un peso que aparezca en L(\).
2.5i1=1,...,¢ entonces f™ - vy = 0.

En efecto, sea w := f/™i*!

; -9, sabemos que para j # i, ¢; - w = 0, pues e; conmuta con
fi- Ademas, para j =1,

e - w = e fMt yy = e friT g — fmitle; Ly

= [61‘, fmﬁ_l] Vo = —(mi + 1)flml (mz — hl) Vo = 0

pues (m; —h;)-vo = (m; —m;)vy = 0. Esto dice que w deberia ser un vector de peso maximo,
pero los vectores de peso méximo en un médulo simple tienen dimensién uno, con lo que
w es un multiplo de vy, pero w € Vy_(m,+1)a,, pOr lo tanto w = 0.

3. Los f; actiian de manera localmente nilpotente.
Para ésto consideremos V C L(\) = {v € L(\) : fY -v =0, N > 0,Vi}. Sabemos que

vo € V pues f™*! .y, = 0 para todo i. Si mostramos que V' es un g-submédulo, entonces
debe ser V- = L(\).
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Es claro que V es h-estable, pues si v es tal que [ - v =0,

fNH -v=fNH-v—HfN -v=[fN H v

N—
Z flf H -NJIU—ZJ”O@ H)fifN 7w

= N@i(H)fiN v =0

Notar que la accion de h no aumenta el grado de nilpotencia de cada f;.
Sij #1i, fz‘Nej Y :ejfiN'U. Para i :j,Sifz-N-U =0,

[ e-v=ff"ev—eff™ = [ el v=(N+ )Y (N=h)-v=0
pues el h; no aumenta el grado de nilpotencia de v con respecto a f;.

Veamos ahora que V' es estable por multiplicacién por los f;. Recordemos las relaciones
de Serre, para i # j,

0 =ad; "(f))

Ademas sabemos que A;; = 0, —1, -2, =3, por lo tanto, sin importar de qué dlgebra semi-
simple se trate, vale la relacion

0 = ady (f;) = [f, [fis [fis [fis Sl
= [l fi AL+ 6L fi 07 —Afifi P + [ f}

equivalentemente
filfi = WL — 6F2 fifi + AL fE = Fif) 1
Esto dice que
R T f) € ff o oo sm! € No, ! > mi4-1)
y por lo tanto
LN fo € (A1 v enom € Ny

En consecuencia, la multiplicacion por f; asigna elementos f;-nilpotentes en elementos f;-
nilpotentes.
Notar que el grado de nilpotencia puede aumentar, pero la cota que hemos utilizado
puede mejorarse pues depende de 1 — A,;, que hemos tomado como menor o igual que 4.
El hecho de que V' = L(\) se debe a que V' es g-estable y no nulo, y L(\) es simple, por
lo tanto, debe ser igual a V. O

La siguiente proposicion es la clave para comprobar la nilpotencia de la parte negativa,
pero tiene interés en si misma:

Proposicién 13.36. Sea A € b* tal que \(h;) € Z>, entonces, los pesos que aparecen en L(\) son
permutados por la accion del grupo de Weyl.

Para demostrar esta proposicién, encontraremos la forma de hacer actuar al grupo de
Weyl en L(\), accién que se obtiene a partir de la exponencial de endomorfismos localmen-
te nilpotentes, para lo cual conviene tener a mano la siguiente férmula:
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Lema 13.37. Sean x y h dos elementos de un dlgebra de Lie g tales que ad’ (h) = O para N >0,V
una representacion del dlgebra de Lie donde x actiia de manera localmente nilpotente y sea v € V;
entonces

hexp(z)v = exp(e) (exp(—ad,) (h))v

Demostracién. Observemos que, como ad’ (h) = 0, se tiene que exp(—ad,)(h)) es una suma
finita y da un elemento bien definido del algebra de Lie g. Ademads, (exp(—ad,)(h))v es
un elemento de la representacién, donde z actta nilpotentemente; por lo tanto, de nuevo
exp(x)(exp(—ad,)(h))v es una suma finita y lo mismo para exp(z)v, i.e. en esta férmula no
hay problemas de convergencia.

Observemos primero las siguientes igualdades en potencias bajas en U(g):

hx = [h,x] + zh = —[x,h] + zh
ha* = (hx)x = (—[z,h] + vh)x = [—x, —[z, h] + xh] + x(—[z, h] + zh)
= [—x, =[x, h]] + x[—x, h] — z[z, ] + 2%k = ad® (k) + 2zad_,(h) + 2*h

Inductivamente se prueba que

ha" = Z (Z) z*ad™F (h)
k=0

y, en consecuencia, para todo elemento v de la representaciéon V/, vale

n

hz"v = Z (Z) " *ad® (h)v

k=0

Dividamos por n! y efectuemos la sumatoria sobre n € Nj en la igualdad anterior; obtene-
mos

hexp(x)v = g% (kzn; (Z) 2" Fadk x(h)v)

(= ™% ad® (h) > zk >, ad”_(h)
(e ) - (E8) (25
= exp(z) - (exp(—ad,)(h)v)
OJ

Demostracion de la Proposicién Sea v € L(\); dado que la accién de ¢; y de f; es
localmente nilpotente en L(\), estan bien definidas las transformaciones lineales exp(e;) y
exp(f;). Definamos entonces S; := exp(e;) exp(—f;) exp(e;), que resulta un automorfismo
lineal, con inverso S; ' = exp(—e;) exp(f;) exp(—e;).

Sea punpesode L(A) yv € L()),; afirmamos que S;(v) € L(\)s, (- En efecto, utilizando
el lema anterior, obtenemos

HSyw = S;(em™eiertie ) (H v
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Ahora bien, afirmamos que (e~#d 47 e=2de ) (H) coincide con la accién de la reflexiéon con
respecto a H;, llamémosla o;(H). Si por un momento suponemos vélida la afirmacién, ob-
tenemos que

HSv = S;o;(H)v = S;u(o;(H))v = p(o;(H))S;v

es decir, S;v es un vector de peso ji0;, como queriamos ver.
La proposicion termina observando que todo elemento del grupo de Weyl estd genera-
do por reflexiones con respecto a raices simples y demostrando la igualdad

(1) (e7"eie™)(H) = 0i(H)

Si H es tal que o;(H) = 0, tenemos que ad,,(H) = [e;, H| = —a;(H)e; = 0; andlogamente,
ady,(H) = 0y por lo tanto S;(H) = H.

Llamemos h = H;, x = ¢;, y = f;; la formula (1) anterior es una férmula en U(s[(2)).
Notar que en este caso [z, [z, h]] = 0, entonces la primera exponencial se reduce a

exp(—ad;)(h) =h — [z, h] = h + 2z
y por lo tanto
exp(—ad,) exp(ad,) exp(—ad,)(h) = exp(—ad,) exp(ad,)(h + 2z)

También sabemos que [y, 2] = —h, [y, [y, 2]l = [y, —h] = =2y, [y. [y [y, «ll] = [y, —2y] = 0,
por lo tanto la segunda exponencial se calcula como

exp(—ad,) exp(ady)(h + 2z) = exp(—ad,)(h + 2z + [y, h + 2x] + %[y, [y, h + 2z]])

= exp(—ad,)(h + 2z + 2y — 2h — 2y) = exp(—ad,)(—h + 22)

y finalmente esta exponencial es igual a
exp(—ad,)(—h+2x) = —h+ 2z — [z, —h + 22| = —h + 2z — 2z = —h

En conclusion
(e_adei eadfie_adei)(Hi) =—H,

Por lo tanto, esta transformacion lineal cambia de signo a H; y deja fijo el espacio orto-
gonal a H;, del mismo modo que lo hace la reflexién con respecto a H;. Esto finaliza la
demostracién de la proposicion(13.36] O

Corolario 13.38. Con las mismas hipdtesis que la proposicion anterior, sea o una raiz positiva e
Y € g_q, entonces la accion de y en L(\) es localmente nilpotente.

Demostracién. Sea o, € W la reflexién con respecto a la raiz «. Si 0 = 04,, - 04, cON oy,
raices simples, consideremos el isomorfismo lineal de L()\) dado por S, := S;, - - - S;,, donde
S; es como en la demostraciéon anterior, S; = exp(e;) exp(—f;) exp(e;). Este isomorfismo
lineal verifica

Sa(Vi) C Vo, oas ) = Voulu)s

y por lo tanto el endormorfismo

?:SaySCZI:L%L
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verifica, para cada peso f,
Y(V,u) = SocySojl(Vu) C Say(vaa(,u)) - Sa(vo'a(u)foz) - Vga(ga(u),a) = V/H—a

Utilizando el mismo argumento con el que probamos que los ¢; actiian nilpotentemente,
resulta que Y es localmente nilpotente. Pero entonces y debe ser localmente nilpotente,
pues es conjugado de Y. O

Ahora podemos demostrar el teorema de finitud de la dimensién de L()) de la siguiente
forma:
L(A) = U(g)vo = U(n" v

Sea {f1,...,0-} = &= = —®* una numeracién de las raices negativas, y 0 # y; € g, una
eleccion de vectores raices. Por el teorema de Poincaré - Birkhoff - Witt, tenemos que un
sistema de generadores de L(\), como C-espacio vectorial, estd dado por elementos de la

forma
ni T
E Y Y. Vo

Como y, es localmente nilpotente, existe N, = N,.(y,,v) € N tal que
?Jﬁv "vp =0

por lo tanto, podemos considerar expresiones de la forma
E ni T
yl DY yrr UO

conn, < N,.
Si consideramos ahora y,_1, como también acttia nilpotentemente, para cada potencia

k=0,1,2,..., N, existe N,_;(k) tal que

1(k)

N,_
Yr—1 nyO =0

Sillamamos N,_; al médximo de los N,_(k), k = 0,..., N,, tenemos que

T yEvg = 0 Vk

y en consecuencia es suficiente considerar expresiones de la forma

>

(n1,...,nr)ENG

conn, < N.yn,_1 < Np_y.

Continuando este proceso, resulta claro que las potencias de los y; que aparecen en los
monomios estdn globalmente acotadas y por lo tanto L()\) admite una cantidad finita de
generadores.
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13.7. Ejercicios

Sea g un algebra de Lie arbitraria

1.

SiV'y W son dos representaciones, entonces V@W, V*, Hom(V, W) son representacio-
nes. Escriba las acciones de g en cada uno de los casos. Demuestre que si dim V' < oo,
Hom(V, W) = V* ® W (isomorfismo de representaciones). Si f : V' — W es morfismo
de representaciones, entonces f* : W* — V* es morfismo de representaciones.

. Paracadan € N, V®" es una representacion. Escriba la férmula de la accién. Si S, es

el grupo simétrico y o € S,,, demuestre que la aplicacién V" — V®" dada por
V1 & @ Up > VUg(1) @ -+ @ Vg (n)

es un morfismo de representaciones. Concluya que S™V/, los n-tensores simétricos, y
A"V, los n-tensores anisimétricos, son dos subrepresentaciones de V.

. Demuestre que para n = 2 vale V®? = SV @& A?V pero que paran > 2, S"V & A"V C

V®" es una subrepresentacion propia.

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja, con f subdlgebra de Cartan y A un sis-
tema de raices simples. Sea A € h* y V = L()) el médulo simple de peso méximo A,
y asumimos que A verifica la condicién de integralidad para que L(\) sea de dimen-
sion finita. Demuestre que L(n\) C L(A)®", mds aun, es una subrepresentacion de la
potencia simétrica, es decir L(n\) C S"L(\) C L(\)®".

. Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior, muestre que si d = dim(L(\))

entonces A?L()) es la representacion trivial.

Sea g un algebra simple y V' una representacion de dimensién menor que /dim g,
demuestre entonces que la accién de g en V' es necesariamente trivial. Haga una tabla
con los valores de /dim g y de su parte entera para g = sl(n) conn = 2,3,4,5,n; haga
lo mismo para g = so(n) conn =4,5,6, y para g = sp(2n) conn = 4,5, 6.

Sea g un algebra de Lie sobre un cuerpo F de caracteristica cero tal que g = [g, g] (por
ejemplo si g es semisimple) y V' una representacién finita de dimensién d. Demuestre
que la multiplicacién en el dlgebra exterior induce, para cada 1 < k£ < d, una funcién
bilineal no degenerada g-invariante

AV x APV S A > R

donde F es la representacion trivial de dimensién uno. Concluya que AFV = A4=F
(isomorfismo de representaciones).

En los ejercicios 8 al 11, g = sl(2,C):

. 1 0 0 1 0 0
Consideremos sl(2, C) generada por h = ( 0 1 ),e = ( 00 ) yf= ( 10 )

Llamemos V}, a la representacion simple de s((2, C) de dimensién m + 1. Sabemos que
debe ser de peso mdximo ) y caracterizada de manera tinica por el entero m; = A(h).
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Muestre que V,,, corresponde a L(A) con A(h) = m. Llamaremos indistinatmente
V(m) = V,,.

. Demuestre que V(1) @ V(1) = V(2) & V(0).

Para una representacion cualquiera V, sabemos que V @ V = S*(V) & A*(V), su-
ma de los subespacios de tensores simétricos y antisimétricos, respectivamente. Pa-
raV = V(2), V(2) ®V(2) = S?V(2) & A*V(2), demuestre que dim S?V(2) = 6,
dim A?V(2) = 3y que V(4) C S?V(2). ;Cémo se descompone V(2) ® V(2) como
suma de representaciones de tipo V'(n)?

En los ejercicios 12 al 20, g = sl(3,C):

Llamemos V' (n,m) a la representacion simple L(\) con A(hy) = ny A(he) = m.

Consideremos la representacion de definicion C* dada por sl(3,C) C C**® = gl(C?), es
decir, si v € C3 y A € g, A- v es la multiplicacién usual de matrices por vectores.
Probar que esta representacion es isomorfa a V(1,0) y su dual es isomorfa a (0, 1).

Sea V' la representacion adjunta, con base { f1, f2, f5, h1, he, €1, €2, €3} donde e3 = [e1, €3]
y f3 = —[f1, f2]. Demuestre que e3 es un vector de peso maximo. ;A qué V(m,n) es
isomorfa?

Demuestre que V(1,0) @ V(0,1) = V(1,0) ® V(1,0)* = Endc(V(1,0)) = sl(3,C)* & C.
Notar que esto da otra manera de responder al ejercicio anterior.

Demuestre que V(1,0) ® V(1,0) ® V(1,0) contiene a la representacion trivial. Con-
cluya que existe una forma trilineal invariante V' (1,0) x V(1,0) x V(1,0) — C no
nula. Concluya que V'(1,0) ® V(1,0) contiene a V' (0, 1) como subrepresentacién y que
V(0,1) ® V(0, 1) contiene a V' (1,0).

A partir de V(1,0) ® V(1,0) = S?V(1,0) @ A*V(1,0), concluya que V(1,0) ® V(1,0)
contiene a V (0, 1) pues A*V(1,0) = V/(0, 1); ¢por qué?

Sabiendo que V(2,0) C S%(V(1,0)) demuestre que dim V(2,0) < 6. Calcule la subre-
presentacion generada por £ ® E;, donde E; es el vector de peso maximo de V'(1,0).
¢(Es cierto que dim V' (3,0) = 6?

Exhiba una base de S*V/(1,0); concluya que dim V(3,0) < 10. Calcule la subrepresen-
tacion generada por £ ® E; ® Ey. (Es cierto que dim V (3,0) = 10?

Descomponga V' (1,0) ® V(1,0) ® V(1,0) como suma de subrepresentaciones simples.
Sugerencia: parta de la descomposicion de V(1,0) ® V(1,0) y de lo que sepa del ejercicio
anterior.

Descomponga V(1,0)®* como suma de representaciones simples. ;Puede contener a
la representacion trivial? Idem para V(1,0)®° y V(1,0)®°.
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14. Algebras de Clifford

14.1. Definicion

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos, V' un espacio vectorial de dimensién
tinitay B : V x V — K una forma bilineal simétrica. Buscamos una K-algebra asociativa y
unitaria donde valga la igualdad

"v-v = B(v,v)1"
Este problema se resuelve formalmente de manera sencilla, definiendo
Cliff(V,B) :==TV/{(v®v — B(v,v)lpy : v € V)

donde TV es el algebra tensorial en V' y (v ® v — B(v,v)1ry) es el ideal bildtero de T'V
generado por los elementos de la forma v ® v — B(v,v)1py para todo v € V y 1y es
la unidad de T'V. El algebra Cliff(V, B) asi definida se denomina el dlgebra de Clifford
asociada al par (V, B).

Notar que hay una inclusién canénica de espacios vectoriales V' — T’V y, componiendo
con la proyeccién al cociente, obtenemos una aplicaciéon lineal

LV = CLff(V, B)

que verifica ¢(v)? = B(v,v).

La propiedad de libertad de 7'V junto con la propiedad universal del cociente implica
que el dlgebra de Clifford es universal con respecto a la propiedad requerida; el enunciado
preciso es el siguiente.

Proposicién 14.1. Sea A una K -dlgebra asociativa y f : V — A una transformacion lineal
tal que f(v)® = B(v,v)14 para todo v € V, entonces existe un tinico morfismo de K-dlgebras

[ Clff(V,B) — Acon f(c(v)) = f(v).

Demostracion. Ejercicio. O

Observacion 14.2. 7'V es graduada, pero los elementos v®@v— B(v, v)1 no son homogéneos,
por lo tanto Cliff (V, B) no es graduada, aunque sf es filtrada. Notemos ademads que, aunque
v ® v — B(v,v)1 no es homogéneo en Ny, si tiene paridad; en efecto, v ® v tiene grado dos
y B(v,v)1 tiene grado cero en T'V. En consecuencia, la paridad de un tensor elemental de
grado r, que es la paridad del ntimero natural r, queda bien definida en el cociente. Por lo
tanto, las dlgebras de Clifford son naturalmente Z,-graduadas con la paridad de productos
de sus generadores. Por ejemplo, la clase de © ® v ® w € Cliff(V, B) es impar y la clase de
UR®v®ww=B(w,w)u®uv e Cliff(V, B) es par.
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Observacién 14.3. Supongamos que tenemos v, w € V/, entonces sus imagenes en el dlgebra
de Clifford verifican
t(v+w)? = Bv+w,v+w)

donde el miembro izquierdo es igual a
v +w)* = (1(v) + (w)* = 1) + e(v)e(w) + e(w)e(v) + t(w)*
= B(v,v) + 1(v)u(w) + e(w)e(v) + B(w, w)
mientras que el derecho es
B(v+w,v +w) = B(v,v) + 2B(v,w) + B(w)?

Por lo tanto, para todo v,w € V'

Lo anterior permite definir
Cift'(V.B) =TV/{(v @ w +w @ v — 2B(v,w))
y obtenemos un epimorfismo canénico
Cliff'(V, B) — Cliff(V, B)

Alavez, si vale la relaciéon vw 4+ wv = 2B(v, w) para todo v, w, entonces en particular, se
verifica también para v = w i.e. 20* = 2B(v, v), equivalentemente, v* = B(v, v), que implica
la existencia de un morfismo canénico

Cliff(V, B) — Cliff (V, B)

Es facil comprobar que la composiciéon de ambos morfismos de algebras es la identidad.
Por lo tanto, obtenemos que

Cliff(V, B) = Cliff (V, B)
Caélculo de la dimension

Ejemplo 14.4. Sea B = 0 la forma bilineal nula, entonces
Clff(V,0) =TV/(v@w +w ®@v) = AV

el dlgebra de Clifford coincide con el dlgebra exterior. Vemos facilmente en este caso que
dim Cliff (V;, 0) = 24imV’,

Dado que el élgebra de Clifford es filtrada, su dimensién es igual a la dimensién del
graduado asociado, gr(Cliff(V, B)). Si consideramos el graduado asociado, la relacién v ®
w+w®v—2B(v, w) coincide, médulo tensores de longitud menor que dos, con v@w+wv;
por lo tanto, el graduado asociado a Cliff(V, B) no es otra cosa que Cliff(V,0), que tiene
dimension finita, igual a 24™ V. Concluimos que

dim Cliff(V, B) = 24mV
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Corolario 14.5. La aplicacion natural v : V' — Cliff(V, B) es inyectiva, lo cual permite identificar
a los elementos de V' con su imagen por esta aplicacion.

Observacién 14.6. Dado que el graduado asociado a Cliff(V, B) es gr(Cliff(V, B)) = AV, si
{z1,...,2,} es una base de V, entonces

{1} U{z;ci=1,...,n}U{miz; i < jtU{mzjog i <j<k}U---U{zize---2,}

es una base de Cliff(V, B). Podemos pensar a Cliff(V, B) = AV como espacio vectorial,
donde se ha cambiado el producto. Por ejemplo, si 7 < j entonces z;x; = x; A ;, pero si
i > jentonces v;x; = —x;x; + 2B (x4, v;) = —xj; AN v + 2B(x;, ) = x; Ay + 2B(x;, ;).
14.2. Presentacién del dlgebra de Clifford por generadores y relaciones

Sea A un élgebra generada por un subespacio V. Dado que la identidad
vw + wv = 2B (v, w)

es lineal en v y en w, para verificar esta relaciéon en A basta comprobarla en los elementos
de una base de V, luego, si {z1,...,z,} es una base de By B;; = B(x;,z;), el dlgebra de
Clifford asociada se puede describir como

Dada una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial sobre un cuerpo cualquiera K,
existe una base respecto de la cual la matriz de la forma es diagonal y, si B(z;, z;) = d; € K,
el dlgebra de Clifford es el dlgebra con generadores {z,...,z,} y relaciones

wi=d;:1<i<n; mxj=-zjv;:iF]

Ejemplo 14.7. Sea V = K = Ry sea la forma bilineal B(a,b) = —ab. Consideremos e; = 1
la base de R, entonces el dlgebra de Clifford es

Rlei] /(e +1) =C

Ejemplo 14.8. Sea V = K = R, pero con la forma bilineal B(a,b) = +ab. Consideremos
e; = 1 la base de R, entonces el dlgebra de Clifford es
Rley]/(e2 —1) =2 RxR

a+be; — (a+0b,a—0)
Ejemplo 14.9. Si V = K = C, las dos formas bilineales anteriores son equivalentes; sea por
definicién B(z, w) = zw, entonces el dlgebra de Clifford es

Clea]/{ef +1) = Clz]/(a®-1)=CxC

e1 & ir

donde el isomorfismo C[z]/(z? — 1) = C x C se obtiene complexificando el del ejemplo

anterior: a + bx — (a + b,a — b). En particular, las dos anteriores son formas reales no
isomorfas de esta algebra de Clifford compleja.
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Proposicién 14.10. Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K; sea f : V. — W una
transformacion lineal, B una forma bilineal simétrica en V' y B’ una forma bilineal simétrica en
W tal que B'(fv, fv) = B(v,v) para todo v € V, entonces f induce un morfismo de dlgebras
Clift(f) : Cliff(V,B) — CIlift(W, B’). De esta manera, Cliff es un functor de la categoria de
espacios vectoriales con formas bilineales simétricas en la categoria de dlgebras asociativas unitarias.
En simbolos, el diagrama siguiente conmuta

(V. B) (W, B')

o,

Cliff(V, B) - 2> Clift(W, B')

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 14.11. Sea K = C, para cadan € N, sea V. = C" y B una forma bilineal, simétrica,
no degenerada en V, entonces existe una tinica clase de isomorfismo de dlgebras de Clifford com-
plejas asociada a tales formas bilineales. Dichas dlgebras son todas isomorfas al dlgebra de Clifford
correspondiente a la forma bilineal que, en alguna base, admite una matriz diagonal con unos en la
diagonal, que llamaremos Cliff (n) o ClLiff".

Corolario 14.12. Sea K = R, para cada n € N, sea V.= R"; si B una forma bilineal, simétrica,
no degenerada, entonces estd determinada por la signatura, luego toda dlgebra de Clifford asocia-
da a una forma bilineal, simétrica, no degenerada, es isomorfa a una, y sélo una, de las dlgebras
Clift"? := Clift(R", n, ,) donde n, , es la forma bilineal cuya matriz en la base candnica estd dada
por diag(—1,...,—1,+1,...,+1), con p menos unos y q unos.

Ejercicio 14.13. Extension de escalares. Sea £//K una extensién de cuerpos, V' un K-espacio
vectorial y B una forma bilineal simétrica en V, entonces £ ®x Cliff(V, B) = Cliff(E ®x
V, E @k B).

Ejemplo 14.14. Cliff(R?, +, +) = H. En efecto, en este caso, el dlgebra de Clifford estd gene-
rada como élgebra por elementos e, e, tales que e} = —1 = €3 y e;es = —eae;. Su dimension
esigual a 22 =14 y tiene una base como espacio vectorial dada por {1, e, €2, ;€2 }. Conside-
remos el isomorfismo Cliff(R?, +,+) — Hdadopor 1+ 1, e, — i, e5 — j, e1e9 — ij = k.

Ejemplo 14.15. Verificar el isomorfismo de édlgebras Cliff (R?, —, +) = R?*2, Para ésto, sean

0 1 1 0 . D iy
e = ( 10 ) yey = ( 0 1 ) . Se deja como ejercicio probar que e; y e, verifican las re-
laciones adecuadas y que el morfismo inducido en las algebras por la propiedad universal

es un isomorfismo.

Ejercicio 14.16. Anédlogamente, verificar el isomorfismo de algebras Cliff (C?, +, +) = C**2.
Sugerencia: considerar del ejemplo anterior las matrices e, y ey y tomar ie; Y es.
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14.3. Algebras de Clifford y representaciones de dlgebras de Lie ortogo-
nales

Volvamos ahora al caso general de K un cuerpo cualquiera de caracteristica distinta
de dos, V un espacio vectorial de dimensién finitay B : V' x V' — K una forma bilineal
simétrica. El objetivo de esta seccion es, a partir del dlgebra de Clifford Cliff(V, B), construir
representaciones naturales del dlgebra de Lie ortogonal

so(V,B)={T:V -V :B(Tv,w)+ B(v,Tw) =0, v,w € V}
Ejemplo 14.17.  a. Probar queso(V,B) ={T:V =V : B(Tv,v) =0,Vv € V}.

b. Probar ademads quesi IV = K" y B esta definida en la base canénica por B(e;, e;) = 6;;
entonces so(V, B) consiste de todas las matrices antisimétricas.

c. Probar que si B es la forma nula entonces so(V, B) = gl(V).

d. Describir matricialmente so(K", 7, ,), donde 7, , es la forma bilineal cuya matriz en la
base candnica estd dada por diag(—1,...,—1,+1,...,+1), con p menos unos y ¢ unos.

La proposicién siguiente es el primer paso para identificar a so(V, B) con una subalge-
bra de Lie de Cliff(V, B), donde consideramos la estructura de Lie en Cliff(V, B) dada por
el conmutador.

Proposicion 14.18. Consideremos V' como subespacio de Cliff(V, B) via la inclusion natural,
entonces el subespacio [V, V] es estable por conmutadores y resulta un dlgebra de Lie. Ademds,
[V, V] = A2V como espacio vectorial.

Demostracién. Queremos probar que [[V,V],[V,V]] C [V,V].Sea {z1,...,x,} unabase de V'
respecto de la cual B es una matriz diagonal y valen las relaciones 2?7 = d; para todo i y
r;x; = —x;x; sii # j. En particular, el subespacio [V, V] estd generado por elementos de la
forma

{[in, l’j] = l’i.flfj — ijl’i, Z 7é j}

Notar que para i # j, se tiene z;z; — z;x; = 2z;2;. Calculemos los corchetes
(T2, o]

Consideremos las distintas posibilidades: Si i = ky j = [, evidentemente el corchete es
cero.Sit=kyj#L

2 2
(22, v = vy — vy, = —xivin + oinx; = —dixg, v

En general, si uno de los indices del primer producto coincide con uno de los indices del
segundo, la cuenta es similar. Sii # k,ly j # k,[ es facil ver que el corchete también da
cero. En cualquiera de los casos, el resultado pertenece a [V, V]. O

Proposicion 14.19. Con la estructura de dlgebra de Lie en Cliff (V, B) dada por los conmutadores, y
considerando la accién adjunta de la subdlgebra de Lie [V, V] en Cliff(V, B), resulta [[V. V], V] C V;
i.e. Vesun [V, V]-médulo.
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Demostracién. Consideremos la notacion de la proposicién anterior. Basta calcular los con-
mutadores [z;x;, 2] con i # j y verificar que el resultado pertenezca a V. Hagamos la
cuenta para todas las posibilidades:

Sik # 1, k # j:utilizando x;x, = —xk2; Y 20, = —x,7,, Obtenemos

(22, 2] = xiwap — xpxiw; =0

Sik=1#7:
2 2

2
[zixy, ] = vy, — xjny = —xjn; —

XTy; = —2dl$] eV

Andalogamente, si k = j # i
[inj,.Ij] = 2djl’z eV

]

Proposicién 14.20. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos, V un espacio vectorial de
dimension finitay B : V x V' — K una forma bilineal simétrica, entonces la accion de [V,V]en V
preserva la forma bilineal B, i.e. , la accion de [V, V] en V induce una aplicacién [V, V]| — so(V, B).

Demostracién. Queremos demostrar que, paratodo{ € [V,V]yv,w eV
B([¢, v],w) + B(v, [§,w]) = 0

pero por la simetria de la forma bilineal (ver ejercicio [14.17), es suficiente probar que para
todo{ e [V,V]yveV
B([¢, v],v) =0

Dado que B(v,v) = v* € Ky para todo a € Clff(V, B) vale [a,K] = 0, en particular
€, v?] = 0. Pero, ademas, en cualquier algebra asociativa, para todo a, v, se verifica

[a,v?] = v]a,v] + [a,v]v

entonces 0 = v[¢, v] + [€, v]v.
Por otra parte, si v,v € V entonces vv + vv = 2B(v,v), en particular, para v = [{,v] € V;
por lo tanto
0=v[¢,v] + [&,v]v =v0 4+ vv = 2B(v,v) = 2B(v, &, v])

como queriamos ver.
Finalmente, notemos que la aplicaciéon

VVIs&=[6-llv:V =V
induce un morfismo de algebras de Lie
[V, V] —=so(V,B) C gl(V)
O

Proposicién 14.21. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos, V' un espacio vectorial de
dimension finita y B : 'V x V — K una forma bilineal simétrica y no degenerada, entonces la
aplicacion anterior [V, V| — so(V, B) es un isomorfismo.



P. JANCSA - M. FARINATI - GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE 143

Demostracion. Notar que las dimensiones son iguales: dim([V, V]) = "(”2*1) = dim(so(V, B));
por lo tanto, basta verificar que la aplicacién es inyectiva. Es decir, queremos probar que si
¢ € [V,V]estal que [¢,v] = 0 para todo v € V, entonces £ = 0.

Sea {z1,...,,} unabase de V respecto de la cual B es una matriz diagonal y valen las
relaciones v} = d; para todo i y w;x; = —x;x; 810 # j.Sea = ), _; cijrw; tal que [€,v] = 0
para todo v, entonces

0=1[¢x] = Z%‘[%Ij,xk]
i<j
Por las reglas de conmutacion, sabemos que [z;z;, x)] es cero si k # i, j, por lo tanto la suma
anterior se reduce a

0= k] = Z Crjlre;, ] + Z Cik[TiTE, xK| = 2dy Z Crjxj — 2dy Z CikTi

k<j i<k k<j i<k

Como los z; son linealmente independientes y los d, # 0, dado que B es no degenerada,
esto implica que, para todo k vale ¢;; =0sii < kycy; =0sij > k; porlotanto, £ =0. [

Observacion 14.22. Una alternativa a esta demostracion es la siguiente: supongamos que
estamos en el caso complejo, con todos unos en la diagonal. El dlgebra ortogonal consiste
de matrices antisimétricas y tiene como base a las matrices { E;;— E}; : i < j}. Consideremos
la aplicacion lineal E;; — Ej; — 3x;x;; se deja como ejercicio verificar que es un morfismo
de algebras de Lie.

14.4. Representacion Spin

Sabemos que [V, V] es una subdlgebra de Lie de Cliff(V, B) con el corchete de Lie dado
por el conmutador, isomorfa a so(V, B), y que V' C Cliff(V, B) es una subrepresentacién de
[V, V] con el conmutador. Pero también Cliff (V, B) es un médulo asociativo sobre si mismo,
luego Cliff(V, B) es un [V, V]-médulo de Lie con la multiplicacién a izquierda, pues

51(52”) - 52(51“) = (5152 - 5251)7«6 = [fl,fz]u

para toda terna &;, &, u en Cliff(V, B), en particular cuando &;,& € [V, V]. Notar que con
esta accién, V' no es mds una representacion, sin embargo, toda el dlgebra de Clifford si lo
es. A la vez, esta representaciéon no es simple, pero es suma directa de simples. La repre-
sentacién Spin serd un sumando directo de Cliff(V, B).

Para encontrar la descomposicién de Cliff(V, B) como suma directa de subrepresenta-
ciones simples vamos a estudiar la estructura de Cliff(V, B) como &lgebra asociativa. Con-
sideraremos solamente el caso K = C, V = C" y B la forma bilineal diagonal standard,
i.e. B la forma bilineal tal que su matriz en la base candnica es diagonal, con unos en la
diagonal.

Proposicion 14.23. Consideremos las dlgebras de Clifford complejas Cliff" = CLff(C", +---+),
para cada n € N; se tienen los siguientes isomorfismos de dlgebras asociativas:

» Sinespar,n = 2m, entonces Cliff" = C*"*2",

m Sinesimpar,n = 2m + 1, entonces Cliff" = C?"*2" x C?"*2",
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Demostracién. Recordemos el hecho general de que si A es una K-édlgebra asociativa, en-
tonces A @x K¢ = A matrices con coeficientes en A. Ademas, si A = K™*" entonces
A @ Kt = A = Kot donde el tltimo isomorfismo se obtiene al organizar cada ele-
mento de K™% en bloques de tamafio r x r. Mostraremos que Cliff"*?* = Cliff" @ Cliff?,
luego el resultado se sigue por induccién junto con el hecho de que Cliff’ = C, Cliff' =
C®C = C x Cy Cliff* = C?>*2.

Sea z1,...,%Tnio Una base de C"*? respecto de la cual B es diagonal con unos en la
diagonal y sea ¢ = 7,25 € Cliff>. Notar que valen las relaciones de anticonmutatividad

EX1 = —X1E, EX9 = —T9E

y también
€2 = xTox Ty = x%x% —1

SeaV =C"t? = EB Cuz;, definimos entonces la aplicacién lineal
=1

j: V — Cliff*(C) ® ClLiff"
a través de la siguiente férmula:
= jlry) =, ®1 0 k=1,2

Z; |—>j(xj) :i€®$j g >2
Ahora verifiquemos las relaciones; recordemos que z; = B(zy, ;) = 1 para todo k, y
xjzy + vpv; = 0 para todo j # k, entonces
Para k =1, 2:
j@)? = (1) =nl=1a1

Para j > 2:
j(;)? = (ie@ ;) = @i =101

Parak =1,2,7 > 2:

J(@)i(@e) +3(@)i(z;) = (ie @ a;)(ze © 1) + (21 @ 1)(ie ® ;)
= Qexy, @ xj +ixke @ x; = i(exy, + 1pE) @ T
=0

el resultado anterior es cero pues ez, + e =0sik =16k = 2.

Andlogamente, se verifica sin dificultad que j(z;)j(x;) +j(x;)j(z;) = 0 para todo j, 5 >
2y j(xw)j(ze) + j(xk)j(xr) = 0 para todo k, k' = 1,2. Habiendo verificado estas relaciones,
el morfismo anterior se extiende a un morfismo de dlgebras del algebra de Clifford

ClLff"*? — Cliff? @ Cliff"

Notar que las dimensiones son las mismas, con lo cual, para ver que esta aplicacién es
un isomorfismo, basta ver que sea un epimorfismo. Pero es claro que la imagen contiene
arp®1parak = 1,2, por lo tanto contiene a ¢ ® 1 y como contiene a ic ® z; para cada
J=2,....,n+2; tamb1en contiene a 1 ® x;. Dado que contiene a los generadores como
élgebra del codominio, resulta suryectivo. [
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Corolario 14.24. Sean = 2my S = C*" = C*"*! el espacio vectorial de vectores columnas,
entonces S es un C*"**"-mdédulo, y, via el isomorfismo anterior, es un Cliff"-mddulo asociativo,
por lo tanto, un so(2m, C)-mddulo de Lie. Si n es impar, consideremos S = C*" = C?"*! como un
C2">2" x C*"*?"-médulo de dos maneras diferentes: con la estructura usual del primer factor y
actuando por cero con el segundo factor, o viceversa. Llamemos S+ a la representacion con la primera
accion y S~ a la representacion con la segunda accién. Tenemos entonces dos representaciones, no
isomorfas, de CLift", que por restriccién proveen de dos representaciones distintas de so(2m + 1, C).
Las representaciones construidas de esta forma se denominan representaciones spin.

14.5. Ejemplos

Ejemplo 14.25. Paran = 2, s0(2,C) = {( _O S

de dimension uno. Su representacion standard es C?, donde el generador de so(2, C) acttaa
por (l‘,y) = (yv —Jj’)

Si consideramos el dlgebra de Clifford Cliff* = C2*? con generadores ¢, = ( é i)z ) y

1z € (C} es el dlgebra de Lie abeliana

€y = ( 01 ), el conmutador resulta

10
[61762]:{((3 _O@)’((l) (1))}:(—0% 202)

Vemos que en este caso, [V, V] C Cliff* se identifica con so(2,C) C C2*? y la representacién
Spin coincide con la standard.

0 a b
Ejemplo 14.26. Para n = 3, s0(3,C) = —a 0 ¢ |:a,bceC).Larepresentacion
—b —c 0

standard es de dimension tres, al igual que la representacion adjunta.
Sabemos que Cliff® = Cliff* ® Cliff' = Cliff* ® (C x C) = C>*? ® (C x C) = C**2 x C2*2.
Exhibiremos un isomorfismo explicito: Sean ey, e, e3 € C?*? x C**? definidos como

sigue:
({1 0 1
a=\lo =1 /)0 o
B 0 i 0 i
=\l =i 0o /)'\L=io

Se deja como ejercicio verificar las relaciones 7 = 1,1 = 1,2,3; e;e; = —eje; sii # J.
También es un ejercicio elemental verificar que el dlgebra generada por ey, e, e3 coincide
con C*% x C**2.

Si consideramos la matriz de la izquierda, obtenemos que la representacion spin es de
dimensién dos y, por lo tanto no es la standard. En este caso, sabemos que so(3,C) =
s[(2,C) y, por cada dimensioén, existe una tinica representacion irreducible de sl(2, C). Ob-
tenemos que la representacion spin de so(3, C) se identifica con la representacién standard
de s((2,C).
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0 a b ¢
Ejemplo 14.27. Paran = 4, 50(4,C) = :Cg _2 E)l ; ta,b,ce C
—c —e —f 0

La representacion standard es de dimensién cuatro, mientras que la adjunta es de di-
mension seis.

Ejercicio 14.28. Por razones de interés para la fisica, suele considerarse so(1, 3) en lugar de

0 a b c
a O d e -~

s0(4, C). Muestre que so(1,3,C) = bo—d 0 f | a,b,c € C » = s0(4,C).
c —e —f O

Por convencién, llamaremos 7, con o = 0,1, 2, 3 a los generadores del dlgebra Cliff* con

YV + YoV = Nuv

donde la matriz 7 es la matriz diagonal n = diag(1,—1,—1,—1). Sabemos que Cliff' =
C?*2 ® C¥% = (C¥*?)2*2 = C*** y estos isomorfismos nos permiten “descubrir” generado-
res de Cliff* a partir de los generadores de Cliff* colocandolos en bloques de tamafio 2 x 2.
En otras palabras, es facil verificar que las siguientes matrices verifican 7,7, + 7.7, = 21,

10| 0 o 0 0l0 1
o1l 0o o | o ol1o0
=0 0=1 o || 0 Z1]/0 0

00/ 0 —1 —1 0|0 0

0 0l0 —i 001 0
[ oo0]i o | o olo -1
=T G0 o "™ T =1 0lo o

i 0]0 0 0110 0

La representacion Spin es de dimensién cuatro. jEs isomorfa a la standard? Notar que
el subespacio generado por los corchetes [v,,7,] nos proveen naturalmente de un iso-
morfismo con so0(1, 3, C). Para obtener un isomorfismo con so(4, C) deberiamos considerar
Yo, UV15 Y2, 13-

Para responder a la pregunta anterior, necesitamos estudiar los pesos de la accién de
una subalgebra de Cartan de so(4, C) en la representacion spin, para poder compararla con
la standard.

Comencemos encontrando una subélgebra de Cartan en so(4,C) y luego, via el iso-
morfismo de algebras de Lie s0(4,C) = [V, V] C Cliff*, sabremos cémo es la accién de la
subélgebra de Cartan en la representacion spin, lo cual nos permitird calcular sus pesos.

Comprobemos que so(4, C) = sl(2, C) x sl(2, C); para ésto, sean los elementos

0 il0 0 0 il 00

—i 0|0 0 —i 0] 00

hn = 0 0|0 —i  hp = 00| 0 4
0 0[i O 0 0[—i 0

Dejamos como ejercicio verificar que generan una subdlgebra de Cartan de so(4, C).
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—At1 0 c d
c—b d+a
—d—a c—b

ConsideremosM(A):( Yy A),dondeA:(a b)E(CQXsteaJ:( 0 Z)G

C?*% entonces JA + AJ =i ( ) y en consecuencia

0 JA+ AJ
[h1, M(A)] = ( —(JA+ AJ) 0 )

Verifiquemos ademads que si

Alz(_lz 12):>JA1+A1J:2A1

@:( ¥:§)$J@+Aﬂ:0

A3: <:,ll _I):>JA3+A3J:—2A3

th(t_j)iJm+Au:o

Llamemos e; = M(A,), fi = M(A;3), ea = M(As), fo = M(A4). Andlogamente, calcule-
mos a continuacion los corchetes entre h, y cada una de las matrices M anteriores:

B 0 | JA—AJ . c+b d-a
[hQ,M(A)]_<_(JA_AJ)t 0 ), dondeJA—AJ—z(d_a —c—b)

Por lo tanto, obtenemos las reglas de conmutacion:
[hn@i] = 2e;, [hiafi] = —2f;, [eiafi] = h;, parai =1,2,

[z1,y2] =0, paraz,y=e, f, h

y obtenemos asi un isomorfismo so(4, C) = sl(2,C) x sl(2,C).

Subalgebra de Cartan de so(4,C) y pesos de la representacién standard

En el pérrafo anterior consideramos la subalgebra de Cartan h = Ch; © Ch,. Tomemos
la representacion standard C* y su base canénica {F;, E,, Es, E4}. Es claro que estos
vectores no son autovectores de la accion de b, pues las matrices , y hy no son diagonales.
Sin embargo, se verifica facilmente que

V1 = El — iEg, Vg = El +iE2, Vg = Eg — iE4, Vg = E3 +ZE4
si son autovectores, con los autovalores dados por:
hivy = vy, hive = —v, hovz = —v3, hovy = 14

hovy = v1, hovy = —vg, hovs = v3, hovy = —1y

Por lo tanto, los pesos que aparecen en la representacion standard estdn listados por los
pares de ntimeros enteros (+1, £1). En particular, el peso maximo es (1,1), con vector de
peso maximo v;.
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Calculo de [V, V] en Cliff* y pesos de la representacién Spin

Consideremos h; y hy como antes; necesitamos un isomorfismo so(4,C) = [V, V] C
Cliff* para estudiar asf la accién de so(4, C) en la representacién Spin.

Recordemos que la matriz E;; — E;; € so(4,C) corresponde a 1(eje;) € Cliff* si e; son
tales que €? = 1, ¢;e; = —eje;. Sean entonces las matrices e; = vy, €2 = 171, €3 = Y2, €4 = 073
y calculemos los corchetes; obtenemos por ejemplo que

. 1 1
hy = Z((Em - E21) - (E34 - E43)) AN’ (56261 - §€4€3>

es decir, que bajo el isomorfismo so(4, C) — [V, V], hy se corresponde con

0 —1]0 1
il(i%% — iY3172) = 1(—%% +iY372) = L [
2 2 2 0 1 0 -1
10 |-1 0

que tiene autovalores 0,1, —1. Esto ya muestra que la representacién spin no es isomorfa
a la standard, dado que la accién de h; no tiene el autovalor cero en la representacion
standard.

Para terminar el cdlculo de los pesos, consideremos

ho = i((E12 — En) + (Esq — Eu3))

que corresponde a

1. o 1 _ 1
25(2%% + iy3iy2) = 5(—%% — i3, 72) = 3

el cual tiene también autovalores 0, 1, —1.
En la base

B={v;=(1,1,-1,-1),v5 = (1,1,1,1),v3 = (=1,1,—=1,1), v, = (1,1,1,1)}

estos vectores tienen autovalores (1,0), (—1,0), (0,1) y (0, —1), con respecto a hy y ho, i.e. v
tiene autovalor 1 con respecto a h; y 0 con respecto a hy, etc. Observamos que no hay un
tinico peso méximo, sino dos, que son (1,0) y (0,1); por lo tanto esta representacién no es
simple, sino suma directa de dos simples: 1, el subespacio generado por los vectores de
autovalores (+1,0), y V;, el subespacio generado por los vectores de autovalores (0, £1).

Los pesos de esta representacion no son los de la representacién standard de so(4, C),
por lo tanto, no es isomorfa a la standard. Ademads, la representacién standard es simple,
(por qué?

Si utilizamos el isomorfismo so(4,C) = sl((2,C) x sl(2,C), dejamos como ejercicio de-
mostrar que la representacién Spin en este caso es isomorfa a la suma directa de las repre-
sentaciones standard de cada una de las copias de s((2, C).
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